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Concettl iIntroduttivi

In un sistema digitale di telecomunicazione una sorgente trasmette informazione, tramite un
canale trasmissivo, a una destinazione. Gli inconvenienti introdotti dal canale (distorsioni,
disturbi) possono alterare i simboli {X} emessi dalla sorgente e, per tener conto della
possibile diversita, i simboli che si presentano alla destinazione sono indicati con {Y}.

X3 Canale | rvy o
Sorgente trasmissivo Destinazione

Occorre minimizzare tali inconvenienti e, al contempo, nel massimizzare la quantita
d'informazione da inviare in un determinato intervallo di tempo. Questi sono obiettivi
contrastanti perché, come gia esaminato in altra parte del corso, 'aumento della velocita
trasmissiva favoriscele distorsioni e gli errori.

Ciononostante, e possibile ricorrere a degli accorgimenti che consentono di mitigare tale
contrasto, modificando i messaggi originali in messaggi piu adatti alla trasmissione. Tali
accorgimenti sono forniti dalla codifica di sorgente e di canale.
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Concettl introduttivi

Poiché i simboli emessi nel tempo e quindi le loro sequenze non sono noti a priori
(altrimenti non avrebbe senso realizzare un sistema di telecomunicazione!), la sorgente puo
essere pensata, 0 piu propriamente, modellata come un processo aleatorio discreto

X b

dove i e lindice temporale e la variabile aleatoria X, puo assumere. Se le probabilita
associate agli M simboli non variano nel tempo, la sorgente e assimilabile a un processo

aleatorio discreto stazionario.



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

Il primo aspetto affrontato dalla teoria dell'informazione & quello di misurare la quantita
d’informazione presente in un messaggio emesso da una sorgente.

Per sgombrare il campo da equivoci, va subito detto che non ci si riferisce al contenuto
del messaggio, al suo significato.
Nell’affrontare la codifica di sorgente e di canale, Shannon, nel suo lavoro

“A mathematical theory of communication” del 1948,

propone che la gquantita di informazione sia una funzione della probabilita.

Alcuni semplici esempi dovrebbero chiarire quanto suggerito da Shannon. Se si considerano
le due frasi “Domani il sole sorge” e “Domani il sole sorge alle 6 e 34 minuti’,

alla prima non e associata alcuna informazione, dato il carattere di regolarita e di certezza
dell’evento, mentre la seconda frase presenta una quantita d'informazione diversa da zero.

Si dice che fa notizia la frase “Un uomo morde un cane” e non il viceversa, perché tale
evento si manifesta con una probabilita tendente a zero. In un testo scritto ci sono lettere
che si manifestano con maggiore frequenza di altre, per esempio la lettera “e” € piu
frequente della lettera “q”. Lo stesso accade nella lingua parlata dove alcune parole sono
piu probabili di altre. Pertanto, seguendo tale criterio, si puo affermare che la quantita
d'informazione associata a un messaggio € legata alla probabilita che il messaggio ha4di

manifestarsi.



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

Quanto piu alta € la sua probabilita di presentarsi, tanto minore é l'informazione
Associata al messaggio. Al contrario, se la probabilita di un messaggio €& piuttosto bassa
la quantita d’'informazione che esso convoglia € notevole.

Pertanto, per la misura dellinformazione diventa di fondamentale importanza l'incertezza a
priori sul contenuto del messaggio. Maggiore € l'incertezza a priori, maggiore sara
I'informazione acquisita dopo che il messaggio € ricevuto.

Passando alle sorgenti coinvolte nei sistemi di nostro interesse, queste possono essere
distinte in due categorie :

sorgenti senza memoria, quando ciascun simbolo emesso € indipendente dai simboli
precedenti;
sorgenti con memoria, quando il simbolo emesso dipende da uno o piu simboli precedenti.

Una sorgente discreta senza memoria (DSM) e definita completamente quando:

- noto l'alfabeto dei simboli utilizzati;

-sono note le probabilita con le quali si manifestano i simboli;

- nota la frequenza con la quale la sorgente emette i simboli (numero di simboli/s).



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

Si considerino due eventi X, , X,

p=2p, — =l — Iizl(pi)’ quale funzione?

 Continuita

« 1(1)=0

« X, X, statisticamente indipendenti
P(Xi , Xi)= PP«
I(P(Xi » X))= litly,
quindi I(pipy)= i+,

l=1(p;)=-109,,(p;) n=2 —» bit

n=e — nat



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

ITa quantita d’informazione fornita dal singolo simbolo, detta anche autoinformazione,
E quindi definita dall’espressione

I(x,,) =1og, P(i S = ~log; P(x,)

La funzione I(x,,), decrescente al crescere della probabilita, € mostrata nella figura
sottostante nell’intervallo [0,1] in cui sono definite le P(x,). Sipuo osservare che la
quantita d’'informazione & sempre maggiore di zero [l(x,) > O] e, se un simbolo x, &
meno probabile di un simbolo X;, a esso e associata una quantita d’'informazione
maggiore.

I(xp) > 1(x)) se P(X,) < P(x)

1(X)

>P(Xmn)



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

E prassi normale che il logaritmo sia in base 2, perché si adotta come riferimento una
sorgente binaria che emette i due simboli O e 1 in modo equiprobabile, ovvero con la
massima incertezza a priori. In tal caso, la quantita d’informazione fornita da ogni simbolo
emesso dalla sorgente risulta uguale ad 1, come indicato di seguito.

1
I(x. . m=01)=log, —=100,2 =1 [bit

Pur essendo una grandezza adimensionale, la quantita d’informazione adotta come unita di
misura il bit (binary unit). Purtroppo I'adozione di tale nome pud far confondere con la
parola bit (binary digit) che, invece, indica la cifra binaria. Dato che qualsiasi calcolatrice
tascabile calcola il logaritmo naturale e in base 10, si rammenta che sono valide le
seguenti uguaglianze

_log,x log,, X
log.2 log,,2

Esempio Si supponga che una sorgente sia in grado di emettere sei simboli

{Xo X;0 X5, X3, X4, X}, Statisticamente indipendenti tra loro, che le loro probabilita di
manifestarsi siano uguali. In base a tale ipotesi, la probabilita associata al singolo evento é
data da P(x,) = 1/6. Si consideri che il comportamento di tale sorgente & analogo al lancio
di un dado equilibrato.

La quantita d’informazione che si ottiene dopo I'emissione di un simbolo & data da

log, X con 1/log,2 = 1,442 e 1/log,2 = 3,322.

| = Iogzﬁ = log,6 = In6/In2 = log,,6/109,72 = 2,585 [bit]. 8



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

Se un’altra sorgente e in grado di emettere soltanto due simboli {X,, X,}, statisticamente
indipendenti tra loro ed equiprobabili, comportamento analogo al lancio di una moneta
equilibrata, la quantita d'informazione che si ottiene dopo I'emissione di un simbolo & data da

1
l=10og,— =1log,2 =1 [bit
921/2 g, [bit]

| due diversi risultati confermano che nell’emissione della prima sorgente c’@ una maggiore
incertezza a priori (maggior numero di simboli) di quanto ne sia presente nell’emissione
della seconda. Pertanto, a posteriori, I'informazione acquisita sara maggiore.
Si supponga ora che i sei simboli emessi dalla prima sorgente siano statisticamente
indipendenti ma non piu equiprobabili (un dado non equilibrato), caratterizzati dalle seguenti
probabilita:

P(x)) =0.1, P(x3) =0.3,

P(x,)) =0.2, P(x,) =0.05,

P(x,) =0.25, P(xg) =0.1,

In tal caso la quantita d’informazione non & piu costante ma varia tra un valore di 1.737 bit
(emissione del simbolo piu probabile x;) e un valore di 4.322 bit (emissione del simbolo
meno probabile x,).

Quindi anche la quantita d’'informazione, variando in base al simbolo emesso, diventa una
variabile aleatoria discreta. Nel lavoro citato, Shannon chiamo il valore medio della gquantita
d'informazione l'entropia della sorgente indicandola con la lettera H. 9



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

Se si generalizza, una sorgente che emetta M simboli descritti dalle relative probabilita
P(x,) presenta a priori un’incertezza media, ovvero un'entropia data da

( - MZ X Ylog,P(x) bitisimb

Relativamente all’esempio, a posteriori, dopo I'emissione dei simboli, la sorgente fornisce la
quantita d'informazione media associata a ogni simbolo. Quindi, I'entropia € calcolabile con
I'espressione

H(X) = Z P(Xm)log, >—

1 1 1
H(X) - P(Xo)logzm + P(Xl)logzm + P(Xz)logz P(XZ) + P(X3)|092 P(X3) + P(X4)|ng m"’P(Xs)Iogz P(X5)

e fornisce un valore H(X) = 2,364 bit/simb.

Nel caso di simboli equiprobabili si ottiene
1
H(X) = 6g|0926 = 2,585 hit/simb

il valore superiore a quello fornito dalla sorgente con simboli non equiprobabili conferma che
la condizione di equiprobabilita e quella di massima incertezza a priori.

10




Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

Il nome entropia deriva dall’analogia tra l'incertezza associata a un messaggio e il disordine
In un sistema termodinamico.

Di seguito sono riassunte alcune sue proprieta:
se tutte le P(x) sono nulle, tranne una sola, non c’e alcuna incertezza e l'entropia e nulla.

-Se tutte le P(x) sono uguali I'entropia € massima, perché e massima l'incertezza su quale
simbolo sara emesso.

Nel caso particolare di sorgente binaria (lancio di una moneta), se si indica con P la
probabilita che sia emesso lo “0” (Testa) e con (1-P) la probabilita che sia emesso I “1”
(Croce) si ha

H(X) = Zl"P(xm)Iog2 =-Pxlog,P+(P-1)xlog,(1-P)

P(Xx

In figura € mostrato 'andamento della H(x), dal quale e immediato verificare che il valore
massimo dell’entropia della sorgente si ha in corrispondenza a p = 0,5, cioé nel caso di
equiprobabilita, e corrisponde a H(X) = 1 bit/simb

H(X) |

m

1 ___________

0.5 1



Misura dell'informazione ed entropia di sorgente

Come risultera piu chiaro nel seguito, si puo affermare che l'entropia rappresenta anche
una misura della minima lunghezza media dei messaggi, ossia il MINIMO numero medio di
cifre binarie utilizzate per codificare i simboli emessi dalla sorgente, per descrivere I'emissione
della sorgente senza perdita di informazione.

Per esempio, se i 256 simboli PCM fossero equiprobabili, non si potrebbero usare meno di 8 cifre
binarie per simbolo per rappresentare (e trasmettere) I'informazione emessa dalla sorgete per ogni
emissione di simbolo. Essendo i simboli PCM non equiprobabili, si possono associare un numero
diverso di cifre binarie ad ogni simbolo dell'alfabeto, in modo da diminuire il numero medio di cifre
binarie mediante le quali i 256 simboli sono codificati. Per evitare di non rappresentare e perdere
parte dellinformazione emessa dalla sorgente, tale media non puo essere inferiore al numero
medio di bit di informazione emessi dalla sorgente per ogni emissione di simbolo, ossia all’entropia
della sorgete stessa.



Quantita d’'informazione ed entropia congiunta

Poiché l'ipotesi di sorgenti senza memoria € piu didattica che concreta, il passo successivo
e quello di considerare coppie di simboli emessi dalla sorgente, indicate con (X, x). Per
estensione di quanto detto in precedenza, si definisce quantita d’informazione associata a
una coppia di simboli I'espressione

1
P(X;, X;)

1 (X;, %) =log,

dove P(x;x) rappresenta la probabilita che i due simboli si presentino congiuntamente.

Si osservi che se i due simboli sono statisticamente indipendenti, la probabilita congiunta
puo scriversi come P(x)) P(x,), pertanto si potrebbe scrivere

log, + Iogzi: 10¢) + 1(x;)

I (x.,X)=log, P(Xi)XP(Xj) - P(x) P(Xj)

Ossia, nell’ipotesi di indipendenza statistica tra due simboli, la quantita d’informazione &
data dalla somma delle informazioni associate ai singoli simboli.

13



Quantita d’'informazione ed entropia congiunta

La quantita d’'informazione media associata a coppie di simboli, definita entropia congiunta
della sorgente, e data da

M-1 M -1 1
H(XHX ) ZZP(XHX )|0g2
i=0 j=0 (XUX )
In altre parole, I'entropia congiunta rappresenta l'incertezza associata a due variabili.
Esempio
Si consideri una sorgente ternaria che si esprime con un alfabeto costituito dai tre
simboli X,, X; e X,. In un primo momento si supponga che i simboli siano

equiprobabili e statisticamente indipendenti tra loro e si vuole valutare [I’entropia
congiunta della sorgente.

L'ipotesi di indipendenza statistica suggerisce che l'entropia congiunta possa essere riscritta

HOGX )= 2, 2, PO PO YIeg: Gerses

Poiché I'equiprobabilita implica P(xl) = P(xz) =P(x;) =1/3,

H(X, . X )= ZZ log,9=316 bit/coppia di simboli

i=0 j=0 14



Quantita d’'informazione ed entropia congiunta

E piuttosto semplice verificare che per le ipotesi dilavoro, il risultato coincide con il doppio
dell'informazione media per simbolo che risulta uguale a 1,58 bit/simbolo.

Supponiamo ora che sia mantenuta /lipotesi di indipendenza statistica e che i tre
simboli non siano piu equiprobabili ma descritti dalle probabilita P(x,) = 9/27,
P(x,) = 16/27 e P(x,) = 2/27.

La prima ipotesi consente ancora di esprimere la probabilita congiunta mediante il prodotto delle
probabilita marginali. Nella tabella seguente sono indicati i vari passi del calcolo che fornisce
la seguente entropia congiunta della sorgente

H(X;, X,) ~ 2,538 bit/coppia di simboli.
Per l'ipotesi di indipendenza statistica si ricava un’entropia di sorgente =~ 1,27 bit/simb. Si

osservi che se lassenza di equiprobabilita contribuisce a ridurre l'incertezza a priori e di
conseguenza l'informazione media per simbolo decresce rispetto al valore precedente.

15



Quantita d’'informazione ed entropia congiunta

y = P(x;) P(x;) 1ly log, 1y z = 3,322 x log,,lly Yy X2z
P(X)P(x,)  =0,111111 9,00000 0,95424 3,17023 0,3522474
P(xg)P(x)) ~ =0,197530 5,06252 0,70436 2,34006 0,4622320
P(xo)P(xp)  =0,024691 40,50058 1,60746 5,34039 0,1318595
P(X)P(%)  =0,197530 5,06252 0,70436 2,34006 0,4622320
P(x)P(x;) ~ =0,351165 2,84766 0,45448 1,50990 0,5302240
P(x)P(xp) ~ =0,043895 22,78163 1,35758 4,51023 0,1979765
POG)P(x)  =0,024691 40,50058 1,60746 5,34039 0,1318595
POP(x)  =0,043895 22,78163 1,35758 4,51023 0,1979765
POG)P(x;)  =0,005486 182,28217 2,26074 7,51076 0,0412040
SETPX)P(X) = 1 H = 2,537811

Che succede se anche lipotesi di indipendenza statistica viene meno? In effetti tale ipotesi
non € molto realistica. Esempi di dipendenza statistica sono forniti dalle strutture
linguistiche. Per esempio la lettera “q” &€ sempre seguita dalla lettera “u”. Sempre nella
lingua italiana, la maggior parte delle parole terminano con vocali. La vocale finale degﬁL6

aggettivi € molto spesso uguale a quella del sostantivo a cui si riferiscono, ecc..



Quantita d’'informazione ed entropia congiunta

Pertanto, continuando a considerare la sorgente precedente, si supponga che i tre simboli
si manifestino con le stesse probabilita P(x;) = 9/27, P(x,) = 16/27 e P(x,) = 2/27 ma non
siano piu indipendenti statisticamente tra loro.

La loro interdipendenza € descritta di seguito e sintetizzata nella tabella seguente:

 dopo l'emissione di x, non puo ripresentarsi lo stesso simbolo x,, mentre 4 volte
su cinque si presenta X, € una volta su cinque si presenta X,;

 dopo l'emissione di x;, non si presentail simbolo x,, mentre gli altri due simboli si
presentano in modo equiprobabile;

* infine, dopo I'emissione di x,, il simbolo X, si presenta con probabilita 1/2, il simbolo x;
Si presenta 2 volte su 5 mentre il simbolo x, si presenta una volta su dieci, come
riassunto in tabella.

P(x;/x;) Xoi X1 X
Xoj 0 2 |12
Xy a5 (12 |25
Xy 1/5 0 1/10

17



Quantita d’'informazione ed entropia congiunta

Nel caso di dipendenza statistica, grazie al teorema di Bayes, l'entropia congiunta puo

SCriversi H(X, X ) = ZZ P(x;) I:)(lexi )log, P(x,) F:I-(X-/X- )

In tabella sono indicati i vari passi del calcolo.

z=P(s;, s) w=1/z z x 3,322 x log,,w

P(Xg)P(Xo/Xp) =9/27 x 0= 0 0

P(Xo)P(X,/X,) = 9/27 x 4/5= 36/135 135/36 0,50855
P(Xg)P(X,/Xo) =9/27 x 1/5= 9/135 135/9 0,26048
P(x,)P(X/X;) = 16/27 x  1/2 = 40/135 135/40 0,52001
P(x)P(X,/x;) = 16/27 x 1/2 = 40/135 135/40 0,52001
P(X)P(Xo/X;) =16/27x 0 = 0 0

P(X)P(Xo/X,) = 2127 x 1/2 = 5/135 135/5 0,17612
P(x)P(X,/X,) = 2127 x 2/5= 4/135 135/4 0,15043
P(X,)P(X,/X,) = 2/127 x 1/10 = 1/135 135 0,05242

H(X; , X;) ~ 2,188

Pertanto, I'entropia congiunta della sorgente risulta
H(X; . X) = 2,188 bit/coppia di simboli

e quindi, se si confronta questultimo risultato con il precedente, si ha la conferma che la
dipendenza statistica riduce l'incertezza a priori della sorgente e di riflesso la quantita
d’'informazione media fornita dalla sorgente. 18



Quantita d’'informazione ed entropia congiunta

Generalizzando, grazie a Bayes, I'entropia congiunta pud essere riscritta come

M-1 M-1

- 1
H(X,.X )= , P(x ) P(x;/x;) log, —— o) + > jZ(;P(x ) P(x;/x;) log, P X))

<
=
<
H

Il
o
I
o

Si osservi che fissato I'indice i, si pud scrivere la seguente uguaglianza X

1
P(x;) P(x;/x;) log, —— =P(x;)log
,Z; “P(x) “P(x)
pertanto, la I'entropia congiunta si puo riscrivere nella forma seguente
> > > 1
HOX X ;)= P(x;)log, —— + P(x.) P(x./x,) log, ———
2 ( ) =0 =0 ‘ " PO %)

Il'Un esame attento, per esempio, delle prime tre righe della tabella precedente pud
confermare l'uguaglianza

19



Entropia condizionale

La funzione H (X;, X)) suggerisce che la quantita d’'informazione media della coppia di variabili
aleatorie (X;, X) e uguale all’entropia della variabile aleatoria X; piu la quantita
d'informazione media fornita dalla variabile aleatoria X; una volta che si e presentata X

Infatti la relazione
M-1 M-

1
H(X X ;)= ZP(X)Ing o) T I_OJZP(X)P(X ) 108, 5 Ty 1%

LN

Si puo scrivere H(X,, X)) = HX ) + HIX/X)
dalla quale si ricava HX /X)) = HX X)) - HIX ).

Applicata all’esempio precedente, l'entropia condizionale risulta essere
H(X/X;) = 2,188 - 1,27 = 0,918.

Ossia, se lincertezza sulla variabile X, & uguale a 1,27, la dipendenza statistica riduce tale
Incertezza sulla variabile X; a 0,918 ed equivalentemente l'informazione che si acquisisce a
posteriori. Nel caso di indipendenza si ottiene

H(X;.X;) = H(X;) + H(X))

20



Applicazione del concetto di Entropia

L'entropia proposta da Shannon € stata largamente applicata nell’analizzare i linguaggi: in
particolare i linguaggi scritti che si basano su un insieme finito (alfabeto) di simboli (caratteri) che
variamente aggregati formano le parole. Alcuni caratteri ricorrono piu frequentemente di altri e lo
stesso avviene per le parole. Limitandoci alle lingue europee, caratteri come X e Z sono rari
rispetto ad A ed E.

Va detto che, per quanto riguarda le parole, la loro statistica dipende fortemente dal
contesto dello scritto (politico, finanziario, scientifico ecc.), ma in ogni contesto vi sono
parole piu frequenti di altre e lo stesso dicasi per i caratteri. Nella tabella seguente sono
riportate, in ordine decrescente, le probabilita con le quali si manifestano i caratteri
nellinglese e nellitaliano scritto.

Se i caratteri fossero equiprobabili, le rispettive massime entropie sarebbero H, =4,7
bit/simb e H,= 4,4 bit/simb, dove la differenza dipende dai cinque caratteri in piu, presenti
nell'inglese scritto, che creano una maggiore incertezza. Poiché i caratteri non sono
equiprobabili le due entropie scendono, rispettivamente, a

H,,=4,17 bit/simb e H;= 3,96 bit/simb

Inoltre, tenendo conto della dipendenza statistica tra i caratteri, presente in entrambe le
lingue, ci si deve aspettare un’ulteriore riduzione dei valori precedenti.

21



INGLESE SCRITTO

ITALIANO SCRITTO

Xj P(x) H(x) Xj P(x) H(xy)

e [0,12702 0,378131 e 0,1179 0,363654
t 10,09056 0,313796 a 0,1174 0,362832
a |0,08167 0,295166 i 0,1128 0,355120
o |0,07507 0,280439 0 0,0983 0,328984
I ]0,06966 0,267746 n 0,0688 0,265673
n 10,06749 0,262487 | 0,0651 0,256578
s 10,06327 0,251968 r 0,0637 0,253058
h [0,06094 0,245988 t 0,0562 0,233420
r 10,05987 0,243199 S 0,0498 0,215525
d [0,04253 0,193744 C 0,045 0,201331
| 10,04025 0,186557 d 0,0373 0,176980
c 10,02782 0,143769 p 0,0305 0,153572
u [0,02758 0,142874 u 0,0301 0,152131
m [0,02406 0,129379 m 0,0251 0,133439
w [0,0236 0,127562 v 0,021 0,117045
f 10,02228 0,122278 g 0,0164 0,097257
g ]0,02015 0,113509 h 0,0154 0,092724
y 10,01974 0,111785 f 0,0095 0,063821
p [0,01929 0,109878 b 0,0092 0,062232
b ]0,01492 0,090516 q 0,0051 0,038839
v 10,00978 0,065292 y4 0,0049 0,037599
k 10,00772 0,054174 | 0 0

| 10,00153 0,014309 K 0 0

x 10,0015 0,014072 W 0 0

g [0,00095 0,009538 X 0 0

z (0,00074 0,007696 y 0 0

> P(x)=1 [H =4,17585 H=3,961814

22



Codifica di sorgente

Per descrivere una sorgente binaria spesso si ricorre allimmagine del lancio di una
moneta. Se gli zeri e gli uni (le cifre binarie) emessi dalla sorgente sono equiprobabili, si
deve aggiungere che la moneta sia ben equilibrata in modo che i possibili risultati del
lancio, in media, siano uguali.

Detto cio, si supponga di eseguire un numero molto elevato di lanci, per esempio 10
milioni di lanci, e di voler trasmettere a distanza i risultati di tali lanci. Se la moneta e
equilibrata i due risultati sono equiprobabili e I'entropia della sorgente, come si € visto, &
data da 1 bit/simb.

Quindi, per la trasmissione a distanza, a ogni esito dei lanci deve essere trasmessa una
cifra binaria, per un totale di 10 Mbit trasmessi.

Si supponga ora che la moneta sia squilibrata, per cui Testa si presenta con una
probabilita uguale a 0,2 e Croce con una probabilita uguale a 0,8. In tal caso l'entropia
associata al lancio della moneta non €& piu uguale a 1 bit/simb ma diventa ~ 0,722
bit/simb. Per analogia con quanto detto prima, ad ogni lancio dovrebbe corrispondere la
trasmissione, almeno, dello 0,722 di cifra binaria.

10,2 x3,322  log,,5 + 0,8x3,322 x log,,(10/8) = 0,722 bit/simb 23



Codifica di sorgente

Ovviamente, non €& possibile trasmettere I'esito di ogni lancio con una frazione di cifra
binaria !

Ma se si pensa di trasmettere tutti i 107 esiti dei lanci, dovrebbe essere sufficiente
trasmettere 7,22 Mbit invece che i 10 Mbit a conferma della minore incertezza e quindi
della minore informazione da acquisire.

La codifica di sorgente ha proprio come obiettivo quello di ridurre le cifre binarie da
trasmettere in modo da usarne un numero che tenda all’entropia della sorgente.

Una codifica di sorgente ottima sarebbe quella che permettesse di trasmettere soltanto 7,22
Mbit, caratterizzata quindi da una lunghezza media della parola di codice uguale all’entropia
della sorgente.

Con l'avvento dei calcolatori, la conversione dei caratteri generati dalla tastiera in parole
binarie costituite da 0 e 1, segue il codice ASCIl. Anche se dal 1970, per includere
caratteri di altri linguaggi, il codice ASCIl usa parole di codice a otto bit (256 parole
binarie), per i nostri scopi la versione precedente a sette cifre binarie (27 = 128 parole
binarie) € piu che sufficiente per codificare I'alfabeto della tastiera.

Per esempio, alla lettera maiuscola A corrispondeva la parola binaria 1000001 e alla lettera
minuscola b corrispondeva la parola binaria 1100010.

Se tutte le 128 parole del codice ASCII fossero equiprobabili, 'entropia massima associata
a tale codice sarebbe
H.. = 100,27 = 7 bit/simb,

m
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Codifica di sorgente

Questo valore coincide con la lunghezza della parola di codice. Quando si verifica che |l
numero di bit per simbolo coincide con il numero di cifre binarie usate per la conversione,
il codice e definito ottimo.

Ma, come risulta dalla tabella relativa alle lingue Italiano ed Inglese, i caratteri non hanno una
probabilita uniforme, pertanto la loro entropia € minore della lunghezza di parola di codice (7
cifre binarie). Nei file di testo i caratteri piu frequenti sono lo spazio e le lettere minuscole.
L'assenza dello spazio dalla tabella suggerisce che se lo si considera come ulteriore carattere,
passando da 26 a 27, l'entropia risulta leggermente superiore ai 4,17 bit/simb, ma sempre
inferiore alle sette cifre binarie.

La codifica ASCIl pu0 essere considerata, pertanto, una codifica non-ottima.

Se, viceversa, il file non e di testo ma di tipo piu generale la probabilita dei caratteri e
piu uniforme e quindi la codifica ASCIl si avvicina a quella ottima.

Si puo, quindi, intuire che, se il codificatore di sorgente genera una parola di codice
di lunghezza fissa, uguale per tutte le parole di codice, non esiste la possibilita di
ottimizzare il codice. Viceversa, il codice potra essere ottimizzato se la parola di
codice é a lunghezza variabile.

Un esempio storico di codifica di sorgente a lunghezza variabile € dato dal codice Morse
che associa ai caratteri piu frequenti le parole di codice piu corte e a quelle meno
frequenti le parole di codice piu lunghe, come si pu0 constatare dalla tabella seguente2:5
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Codice Morse

A o — G——oe M — — Seee Y — o — — 4 oo oo —

B —eee H eeoe N —e T — Z— — oo 5eeoeee

C —e— | oo O — —— Uee— 0——— — —|6—ooee

D —ee Joe— — — Pe——¢ |Veoeo— le— — — — |[7T— —oe oo

E o K— o— Q— —e— |[We— — 2ee —— — |8—— e

F oo —oe L o oo Re o X — oo — 3000 — 9— — —
Per esempio, la sequenza eee — — — e e e costituita da tre punti (dot), da tre linee

(dash) e da altri tre punti rappresenta il famoso messaggio SOS (Save Our Souls).

Come doveroso riconoscimento a Morse, € opportuno osservare che egli era gia
consapevole che le lettere E, T e A erano quelle che si manifestavano con maggiore
frequenza nellinglese scritto. Indagini statistiche comparse nel 1942, dopo un secolo dal
suo tempo, gli avrebbero suggerito, per esempio, che la lettera O e piu frequente della
lettera | e che la lettera K (tre simboli) € meno frequente di molte altre lettere, alle quali
associo quattro simboli.

Se ci si limita a osservare le sole ventisei lettere presenti nella tabella precedente, ci si
rende conto che la lunghezza della parola di codice varia da una a quattro cifre binarie.
Diventa, pertanto, interessante calcolare una lunghezza media della parola di codice o, in
altre parole, il numero medio di cifre binarie, in base alla seguente espressione. 26



Codifica di sorgente

26
L(X) = D PCX)A(X;)  [bit/simb]
XiZl
dove A(x) € la lunghezza della parola di codice corrispondente al carattere x. Come risulta
dalla tabella seguente, il codice Morse mostra una lunghezza media di cifre binarie L(X) ~ 2,54.

Xj P(x) Ax) (LX) = P(X;) x A(X;) Xj P(xy) Ax) LX) = P(x)) x MX;)

e |0,12702 1 0,12702 m 0,02406 2 0,04812

t [0,09056 1 0,09056 W 0,0236 3 0,0708

a [0,08167 2 0,16334 f 0,02228 4 0,08912

o |0,07507 3 0,22521 g 0,02015 3 0,06045

I 10,06966 2 0,13932 y 0,01974 4 0,07896

n [0,06749 2 0,13498 p 0,01929 4 0,07716

s 10,06327 3 0,18981 b 0,01492 4 0,05968

h [0,06094 4 0,24376 v 0,00978 4 0,03912

r [0,05987 3 0,17961 K 0,00772 3 0,02316

d ]0,04253 3 0,12759 i 0,00153 4 0,00612

| 10,04025 4 0,161 X 0,0015 4 0,006

c [0,02782 4 0,11128 q 0,00095 4 0,0038

u [0,02758 3 0,08274 V4 0,00074 4 0,00296
>P(xi)=1 L(X) =2,54167

Se si confronta tale valore con le cinque cifre binarie necessarie per codificare i ventisei
caratteri (2° =

codice.

32), si coglie il vantaggio della codifica a lunghezza variabile della parola di

27
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Codifica di sorgente a lunghezza variabile

Partiamo da un esempio elementare, considerando una sorgente che dispone soltanto dei cinque
caratteri A, B, C, D ed E, con P(A)=0,07, P(B)=0,2, P(C)=0,03, P(D)=0,3, P(E)=0,4. L’'entropia
della sorgente € H=1,93461 bit/simb. Un criterio per assegnare una parola di codice con lunghezza
variabile a ognuno dei cinque simboli & quello di impostare il cosiddetto albero della codifica.

Come primo passo, i caratteri sono ordinati secondo l'ordine decrescente delle rispettive
probabilitd, come indicato in figura.

Carattere  P(x;) Parole di codice
E 0.4 0 0 1
1
0
D 0,3 1 10 01
0,6 —
B 0’2 0 1 110 001
0 0,3
A 0,07 — . 1110 0001
e 0,1 —
1
C 0,03 — 1111 0000

Come secondo passo, si sommano le probabilita dei due caratteri meno frequenti
(0,03 + 0,07 =0,1) distinguendo i due percorsi: quello superiore con uno 0 e quello inferiore
con un 1. 28



Codifica di sorgente

La procedura si ripete, sommando di nuovo le due probabilita piu basse (0,1 +0,2=0,3) e
distinguendo i due percorsi come nel caso precedente.

La procedura termina quando l'ultima somma delle probabilita raggiunge l'unita. Procedendo a
ritroso, da destra verso sinistra, si attribuiscono ai caratteri le cifre binarie che contraddistinguono i
relativi percorsi. Se il percorso superiore fosse contraddistinto con un 1 e quello inferiore con uno
zero le parole di codice risulterebbero complementari alle precedenti (seconda colonna),

Si ottiene una lunghezza media della parola di codice L(X)=2,8 bit/simb. Il rapporto tra I'entropia
della sorgente e la lunghezza media della parola di codice prende il nome di efficienza
della codifica di sorgente. Per I'esempio precedente si ottiene un’efficienza del 69%.

H(X) 1,934568
L(X) 2.8

Inoltre, osservando le parole di codice, vale la pena esaminare una loro proprieta: tutte soddisfano
la condizione del prefisso, ovvero nessuna di esse si comporta come prefisso delle altre parole di
codice e Il rispetto di tale proprieta risulta fondamentale in decodifica. In effetti, dato per scontato
che il decodificatore conosca come lavora il codificatore, se in ingresso al decodificatore si
presenta la seguente sequenza di cifre binarie

111010001111..,

7= =0,691

€SS0 non puod equivocare nel segmentare la sequenza ed estrarre le parole di codice. Infatti,
dopo il primo 1 non é presente uno 0 e quindi per decodificare deve ricevere la terza cifra biznglria.



Codifica di sorgente

Se questa fosse uno 0 la decodifica produrrebbe il carattere B, ma poiché la terza cifra e
un 1, per decodificare deve ricevere la quarta cifra binaria. Poiché essa e uno 0 |l
decodificatore produce il carattere A.

La cifra binaria successiva € un 1 che non e tra le parole di codice quindi deve ricevere
la successiva cifra binaria, che & uno O.

La coppia 10 e una parola di codice e quindi il decodificatore la riconosce e la converte
nel carattere D. Procedendo, si presenta la cifra binaria 0. Questa € una parola di codice
e quindi é convertita nel carattere E. Cosa analoga accade per il successivo 0. Infine,
estendendo quanto detto per le prime quattro cifre binarie della sequenza, gli ultimi quattro
uni sono convertiti nel carattere C. Pertanto, | caratteri estratti dalla sequenza ricevuta
saranno A D E E C..Su questo modo di procedere si basa la codifica di Huffman,
illustrata di seguito.

30



Codifica di Huffman

L'ingresso del codificatore € costituito da un blocco di caratteri di lunghezza fissa, mentre
'uscita & costituita da una lunghezza variabile di bit.

Come esaminato in precedenza e similmente alla codifica Morse, il criterio € quello di assegnare
brevi sequenze di bit ai blocchi di caratteri in ingresso con probabilita elevate e viceversa
sequenze di bit piu lunghe ai blocchi di caratteri in ingresso con basse probabilita.

Il processo di codifica consiste nei seguenti passi:

| caratteri da codificare sono elencati secondo l'ordine decrescente delle loro probabilita;

associare uno 0 e un 1 agli ultimi due caratteri della lista;
« sommare le probabilita e riordinare la lista delle probabilitda secondo l'ordine decrescente.

« qualora la somma sia uguale alla probabilita di un altro carattere disporla nella posizione
superiore;

* Prosequire fino a quando rimane una sola coppia di simboli.
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Codifica di Huffman

Se la sorgente emette gli otto simboli X;, X,, X3, X, X, X X, Xg, descritti dalle probabilita

P(x,) = 0,173, P(x.) = 0,274,
P(x,) = 0,031, P(x,) = 0,085,
P(x,) = 0,156, P(x,) = 0,031,
P(x,) = 0,089, P(xg) = 0,029,

il primo passo €& quello di ordinare gli otto simboli secondo l'ordine decrescente delle
rispettive probabilita di manifestarsi.

Si sommano le probabilita degli elementi (caratteri) meno frequenti (gli ultimi due) e si
riordinano in senso decrescente le probabilita.

| due rami convergenti sono etichettati: per esempio il ramo superiore con uno 0 e il ramo
inferiore con un 1 o viceversa, purché la convenzione sia sempre la stessa. Una volta che
alla sinistra rimanga una sola coppia di probabilita, il processo termina fornendo Ia
probabilita unitaria. Percorrendo i cammini che uniscono gli elementi della prima colonna
con l'ultima coppia (0 1), si registrano le cifre binarie presenti negli otto percorsi. Per
esempio partendo da X; si incontra un 1 nella penultima colonna e infine uno 0. Ebbene,
la parola di codice da attribuire a x. si ottiene invertendo l'ordine di comparizione
ricavando pertanto, come parola di codice, la coppia O 1.

Iterando tale criterio, si ottengono le parole di codice riportate nella figura seguente.
32



0,274

0,173

0,163

0,156

0,089

0,085

0,031

0,029

0

1

0,274
0,173
0,163
0,156

0,089

N
~
N
~

0,085 0

Codifica di Huffman

0,274

0,173

0,145
_>

&)

0,089

0,060 |
1

0,274

0,319

0,407
>

~
N
N

~

70,3190

N
~

0,274
1

,0,593_0

~

0407

01

11

000

100

101

1000

10010

10011
33



Codifica di Huffman
1 2 3 4 5 6 7 8 9
X; P(x;) X; P(x;) Parola di Parola H(x;) A(X;) P(x;)A(X;)
codice speculare

X, [0,173 X: 0,274 01 10 0,5117752 2 0,548
X, |0,031 X, (0,173 11 00 0,4378995 2 0,346
X, | 0,156 Xs |0,163 000 111 0,4265894 3 0,489
X, |0,089 X, |0,156 100 011 0,4181487 3 0,468
Xe | 0,274 X, | 0,089 101 010 0,3106212 3 0,267
Xs | 0,085 Xs | 0,085 1000 0111 0,3023 4 0,340
X, 10,029 X, |0,031 10010 01101 0,1553626 5 0,151
Xs |0,163 X, [0,029 10011 01100 0,1481395 5 0,145

y=1 =1 H(X) =2,7108 L(X) =2,754

Nelle colonne 3 e 4 sono riportati i caratteri e le probabilita a essi associate in base all’ordine
decrescente delle P(x)). La colonna 5 contiene le parole di codice da attribuire ai caratteri di

colonna 3. La colonna 6 indica come sarebbero le parole di codice se, invece di adottare per irami
superiorilo 0 e per i rami inferiori I'1, si adottasse la scelta opposta. Infine le colonne 7,8 e 9

calcolano I'entropia di sorgente nell’ipotesi di indipendenza statistica dei caratteri e la
lunghezza media della parola di codice. Si osservi che l'efficienza della codifica risulta

n

_HX) 2,71

CL(X) 2,754

= 0,9843 = 98,43 %.

Poiché H(X) = L(X), la codifica e non-ottima, ma I'efficienza & molto prossima all'unita. 5,




Codifica di Huffman

In figura € mostrato un altro algoritmo di codifica, nel quale il riordino delle probabilita in
senso decrescente € eseguito soltanto all’inizio.

0,274 0 00
0.447
0,173 1 01
—— 1,000
0,163 0 10
| 0,553,
0,156 0 110
0,390
0,089 0 1 1110
0,234
0,085 ——— ¢ 1 11110
0 0,145 |4
0,031 —g 111110
] 0,060,
0,029 111111

1
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Cod

Ifica di Huffman

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X; P(x;) X; P(x;) Parola di Parola H(x;) A(X;) L(X)=P(X;)A(X;)
codice Speculare

x, |0,173 x5 | 0,274 00 11 0,5117752 2 0,548

X, | 0,031 X, | 0,173 01 10 0,4378995 2 0,346

X5 | 0,156 Xg | 0,163 10 01 0,4265894 2 0,326
X, | 0,089 X5 | 0,156 110 001 0,4181487 3 0,468
Xs | 0,274 X, | 0,089 1110 0001 0,3106212 4 0,356
Xs | 0,085 Xg | 0,085 11110 00001 0,3023 5 0,425
X, | 0,029 X, | 0,031 111110 000001 0,1553626 6 0,186
Xg | 0,163 X, | 0,029 111111 000000 0,1481395 6 0,174

>=1 H(X) =2,7108 L(X)=2,829

Dalla tabella si desume che la lunghezza media della parola di codice € maggiore di
quella ricavata in precedenza, per cui l'efficienza €& inferiore. In effetti, I'efficienza della
codifica risulta data da

CHO 271
120 ~ 2829

0,9579 = 95,79 %.
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Codifica di Huffman

La codifica secondo Huffman soddisfa il criterio del prefisso e si avvicina alla codifica ottima.

Va, pero, messo in evidenza il suo inconveniente e cioé che essa richiede la conoscenza a priori
della statistica di sorgente. Se della sorgente non si conosce la sua statistica, la codifica secondo
Huffman prevede una prima fase destinata a costruire la statistica di sorgente e successivamente
la fase di codifica, il che implica un impegno di tempo che puo essere rilevante.

Per mostrare |'ottimalita della codifica di Huffman, si consideri la seguente relazione, della quale
non si riporta la dimostrazione:

H(X) < L(X) < H(X) +1,

dove H(X) & l'entropia della sorgente. Se si considera la codifica un vettore X di n simboli si ha

che HX)<L,(X)<HX+L, L, (X)=nL(X)

Nell'ipotesi che la sorgente &€ senza memoria si ha che
H(X)<nH(x)

Quindi, dividendo per n si ottiene che

H(X) < LX) < Hix) -+ .



Teorema della codifica di sorgente

Dopo aver illustrato la codifica a lunghezza variabile e, in particolare, i risultati della
codifica di Huffman, dovrebbe risultare comprensibile il Teorema della codifica di sorgente di
Shannon

Una sorgente avente entropia (tasso di entropia
per sorgenti con memoria) H, puo essere
codificata con una probabilita di errore di
rappresentazione arbitrariamente bassa se |l
numero medio R di cifre binarie utilizzate per
rappresentare i simboli della sorgente e
maggiore di H

Nessuna ipotesi sulla complessita del codificatore e del decodificatore
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Codifica di Lempel e Ziv

Rispetto a quella di Huffman, la codifica di Lempel e Ziv puo fare a meno di conoscere le
caratteristiche statistiche della sorgente e puo essere utilizzata per molti tipi di sorgenti.
Ciononostante, le sue prestazioni, anche se non ottime, sono buone tanto da giustificare il suo
largo uso nella compressione senza perdita di file.

Contrariamente a quella di Huffman, tale codifica agisce su segmenti a lunghezza variabile
della sequenza d’ingresso per produrre parole di codice a lunghezza fissa. Ci sono molte
versioni dell’algoritmo di codifica di Lempel e Ziv ma, per i vincoli del corso, ci si limita a
illustrare quello definito fondamentale.

L'idea su cui si basa & piuttosto semplice e consiste nel realizzare un dizionario costituito
da voci, ognuna individuata da un proprio indirizzo. Tali voci sono costruite segmentando la
sequenza emessa dalla sorgente in sottosequenze di lunghezza variabile che prendono |l
nome di “frasi”, che a loro volta sono trasformate in parole di codice a lunghezza fissa.

Per chiarire quanto detto, supponiamo che la sorgente emetta la sequenza binaria
010110111001010001101110001000100001111110

L’algoritmo lavora suddividendo la sequenza in “frasi” e costruisce, via via, il dizionario
delle frasi a partire da quelle piu corte, assegnando loro un indirizzo, chiamato puntatore.

Pertanto, esaminando la sequenza binaria, la prima frase sara costituita dal primo bit “0” e la
seconda frase dal bit “1”. Ad entrambi & associato un puntatore costituito da tutti zeri. 39



Codifica di Lempel e Ziv

La terza frase diversa dalle precedenti € costituita dalla segmentazione “01” costituita dalla
frase “0” alla quale e aggiunto il bit 1. Pertanto, la sua parola di codice sara costituita
dal puntatore in formato binario della frase “0” a cui va appeso l'ultimo bit.

Proseguendo nella segmentazione, la quarta frase da inserire nel dizionario diversa dalle
precedenti € costituita da “10”, la cui parola di codice & data dal puntatore della frase “1”
a cui va aggiunto lo 0. Proseguendo nel definire le varie voci del dizionario, la prossima
diversa dalle precedenti € costituita dalla coppia “11”, la cui parola di codice & data dal
puntatore della frase “1” a cui va aggiunto un 1.

A questo punto, per avere una frase diversa dalle precedenti da inserire nel dizionario,
vanno considerati i tre bit “100” ai quali corrispondera come parola di codice il puntatore
della frase 10, ovvero 0100, a cui va aggiunto il bit 0. Seguendo questo criterio la
sequenza risulta segmentata come di seguito

O 1 01 10 11 100 101 OO 011 0111 OOO 1000 10000 111 1110.
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Codifica di Lempel e Ziv

Puntatore Frasi Parola di codice
0 0000
1 0001 0 0000 O
2 0010 0000 1
3 0011 01 0001 1
4 0100 10 0010 O
5 0101 11 0010 1
6 0110 100 0100 O
7 0111 101 0100 1
8 1000 00 0001 O
9 1001 011 0011 1
10 1010 0111 1001 1
11 1011 000 1000 O
12 1100 1000 0110 O
13 1101 10000 1100 O
14 1110 111 0101 1
15 1111 1110 1110 O

La tabella aiuta a osservare che ogni
frase risulta prefisso di frasi successive.

Per esempio, la terza frase “01” &
prefisso della nona frase “011” e la
quarta frase “10” & prefisso della sesta
“100” e della settima “101".

Quindi ogni frase successiva puo essere
identificata dalla combinazione del
puntatore associato alla frase prefisso e
dell’ultimo bit.

Le prime due frasi, costituite di un solo
bit sono combinate con un puntatore
uguale a 0.

Va osservato che le 42 cifre binarie
presenti nella sequenza originaria dopo la
codifica diventano 75, il che non
suggerisce una forma di compressione.
Questa espansione e giustificata dalla
lunghezza limitata della sequenza.
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Codifica di Lempel e Ziv

Dopo una fase di inizializzazione, in cui prevale un’espansione, al crescere della lunghezza
della sequenza da codificare si manifesta l'effetto di compressione raggiungendo efficienze
di codifica elevate anche se inferiori a quelle ottenibili con la codifica di Huffman.

Decodifica

In ricezione il decodificatore deve realizzare lo stesso dizionario creato dal codificatore in
trasmissione. L'aspetto importante del criterio € che tale dizionario non deve essere
trasmesso in anticipo ma si costruisce via via che é esaminata la sequenza codificata.

Per comodita, di seguito € riportata la codifica della sequenza precedente, dove le
separazioni sono inserite per facilitarne la lettura.

00000-00001-00011-00100-00101-01000-01001-00010-00111-10011-10000-01100-
11000-01011-11100

Poiché l'algoritmo impone il vincolo che le prime due parole di codice siano o tutti O
oppure tutti 0 e un 1, il decodificatore puo risalire al numero di bit di cui & costituita la
parola di codice, indicata con L.. Sottraendo a essa un bit, il decodificatore € in grado
di risalire alla dimensione del dizionario data da 2-¢1,

Effettuato tale dimensionamento, via via che le parole di codice arrivano realizzano |l
dizionario, ricostruendo a ritroso la tabella precedente.
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Informazione mutua

Un’altra quantita importante, introdotta da Shannon, & l'informazione mutua, definita
dall’espressione

I(Y; X) = H(Y) - H(Y/X) > 0. [bit/simb]

Essa rappresenta la riduzione media dell’incertezza circa la variabile aleatoria Y una volta
che sia noto il valore assunto dalla variabile X. La I(Y; X) pu0 essere esplicitata come segue:

M-1 M-1
1

I(Y;X) = ZP(y.) log, ——

i=0 P(y;,) %=

Il secondo termine pud essere trasformato come indicato di seguito.

M-1 M-1 P(x.) M-1M-1 p( M-1 M-1 P(Xi’yj)
P(x;,y;) log : P(xi,y;) 109, ———— P(xi,y;) log, ———
i 1 P(yj/Xi)P(xi) e 2 P(xl,yj) ot 792 p (k)

Pertanto, l'informazione mutua pu® essere definita, in modo alternativo con I'espressione

PO 2
“P(X,)P(Y))

I(Y:X) = ZZ X;,Y))
=0 j=0



Informazione mutua

Dall'ultima relazione € immediato dedurre che nel caso di indipendenza statistica tra le due variabili
I'informazione mutua €& nulla. Per visualizzare le relazioni tra le diverse entropie definite in
precedenza, € comodo utilizzare la rappresentazione, simile ai diagrammi di Venn, mostrati in
figura.

1(X;Y)

H(X)

H(Y)

Un rapido sguardo suggerisce che l'informazione mutua € = 0 se i due insiemi H(X) e H(Y)
presentano un insieme intersezione # 0, ovvero una dipendenza statistica. Inoltre, da essa
possono essere dedotte altre relazioni, per esempio, tra I'entropia congiunta e quelle marginali

HOXY) = HX) + H(Y/X) = H(Y) + HXTY)

e una definizione alternativa di 1OX;Y ) = H(X) - H(X/Y)
44



Il canale binario

Un canale binario rumoroso puo essere schematizzato come in figura, dove con X e
indicata la variabile aleatoria che rappresenta la sorgente, descritta dalle due probabilita
P{X= 0}= p, e P{X=1}=p,, con il vincolo p,+p; =1.

X
Po O

p; 1

A causa del rumore di canale, la trasmissione puo essere affetta da errori, per cui pur
essendo stato trasmesso un 1 a valle del comparatore e rivelato uno 0 o, viceversa,
pur essendo stato trasmesso un O a valle del comparatore € rivelato un 1.

Per descrivere l'ulteriore aleatorieta introdotta dal canale, sono utilizzate le seguenti
probabilita condizionate

P{Y=0/X=1} = P{Y=1/X=0} = p,

P{Y=0/X=0} = P{Yy=0/X=1}=1-p

dove il valore di p & fornito, numericamente, dalla probabilita d’errore. 45



Il canale binario

Quando la probabilita di errore non dipende dal simbolo trasmesso il canale binario € definito
simmetrico.

Dalla statistica della sorgente si ricavano le probabilita che descrivono la variabile Y,
P{Y =0} e P{Y =1}

P{Y =0} = P{X=0}xP{Y =0/X =0} + P{X=1}xP{Y = 0/X = 1}= py(1-p) + pyp.
=pPo(1=p) + (1-po)P= PotP-2PPy per p;=1-p,

P{Y=1} = P{X=0}xP{Y=1/X =0} + P{X=1}xP{Y = 1/X = 1}= pop + ps(1-p)
=2pep + 1=-p —p, per p;=1-p,

Si osservi che nel caso ideale di canale non rumoroso, sihache

P{Y = 0/X = 1}
}

P{Y=1/X=0}
P{Y=0/X=0 ]

0
P{Y=0/X=1} = 1

e la statistica dell’'uscita diventa uguale a quella della sorgente.

Nel caso reale di canale rumoroso, tanto piu e piccola p tanto piu il canale approssima
il canale ideale e il suo uso diventa sempre piu affidabile mentre, come caso limite
opposto, se p € = 1/2 il canale diventa inservibile poiché i simboli in uscita sono
completamente scorrelati da quelli in ingresso.
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Il canale binario

Prima di passare ad applicare i concetti di entropia e d’informazione mutua al canale
binario simmetrico (BSC), per completezza va detto che questo non € l'unico modello di
canale trasmissivo che si puo incontrare. In effetti, se un canale binario puo essere
schematizzato come in figura, in cui soltanto uno dei due simboli emessi dalla sorgente
e influenzato dal rumore, si parla di canale binario non simmetrico.

Y
Po 0
P4 1

Ferma restando la statistica della sorgente, le (33) diventano

P{Y=0/X=0} = 1,
P{Y=1/X=0} = 0,
P{Y=0/X=1} = p
P{Y=0/X=1} = 1-p

e la statistica dell’uscita € data da
P{Y =0} = P(X=0}xP{Y =0/ X =0} + P{X=1}xP{Y =0/ X =1}= py + pxp.
P{Y =1} = P{X=1}xP{Y =1/ X =1}= p;x(1 - p). 47



Entropia di canale

Tornando al canale BSC e ponendo p, = 1-p, l'entropia di sorgente, &€ data da

H(X) = -ppxlog,p, - (1- pg)xlogy(1 — py).
Per quanto riguarda il calcolo di H(Y), grazie alle posizioni

P{Y=0}=py +p -2pyxp =a
P{Y=1}=2pxp + 1—-p —py = 1—a.
Si pu0 scrivere piu sinteticamente
H(Y) = - axlog,a - (1 -a)xlog,(1 — a). (36)

E opportuno evidenziare che per p = 0, canale non rumoroso, I'entropia dell'uscita &
uguale all’entropia della sorgente d’'informazione. Quanto detto € anche confermato da
un’osservazione della figura.

1.4
H(Y)

1.2

1
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Equivocazione

Fatte queste considerazioni sulle grandezze esaminate, si passi ad esaminare I'entropia

condizionale H(Y/X). M1 M1 1
i ricordi ch H(X/X,) = P(x.)P(x./x.) lo

Si ricordi che (Xi/X;) ;; (%) P(x;/x;) log, P(x/x,)

| quattro termini della sommatoria sono rispettivamente:

- P(X0)P(Yo/Xx)l0g,P(Yo/Xo) = Py l0g,(1—p) + pyplog,(1—p)

- P(XO)P(y1/X0)|092P(yl/Xo) - - po P |ngp
- P(Xl)P(yO/X1)|092P(y0/X1) = - Pp Iogzp + po P Iogzp
- P(Xl)P(y1/X1)|092P(y1/X1) - - |092(l - p) + P |ng(1 - p) + po |ng(l - p) - poplogz(l - p)-

Pertanto, eliminando i termini di segno opposto si ottiene

H(Y/X) = -plog, p - (1-p) log, (1 - p).

La relazione evidenzia che l'incertezza associata alla variabile in uscita, una volta noto |l
simbolo emesso dalla sorgente, dipende soltanto dal rumore del canale e non dalla
probabilita del simbolo emesso. In effetti, in essa compare solo la p = P, ed é indipendente
dalla statistica dell'ingresso.

Per tale motivo, nella letteratura di riferimento, I'entropia condizionale prende anche il

nome di equivocazione. 49



Equivocazione

I'informazione mutua I(Y;X) & data da
I(Y;X) = H(Y) - H(Y/X) = -axlog,a - (1-a)xlogy(1—-a) + plog,, + (1 - p)log,(1-p).

Anche per questa grandezza € comodo ragionare con l'aiuto della figura, dove € riportata la I(Y;X)
al variare della statistica della sorgente e della rumorosita del canale. La curva superiore €
tracciata per valori della P, molto minori di 10-1. Per tali valori il terzo e il quarto termine
sono trascurabili e quindi la curva rappresenta I(X;Y) = H(Y) = H(X). Al crescere della
rumorosita del canale l'informazione mutua decresce tendendo a zero al tendere di Pe a
0,5, a prescindere dalla statistica dellingresso. In tal caso si dice che il canale & inservibile.

vy 1 Altra osservazione importante & che,
0.9 a prescindere dalla rumorosita del
0.8 canale, I'informazione mutua & sempre
0.7 / \ massima quando i simboli emessi
0.6 / po10i \ dalla sorgente sono equiprobabili.
0.5 -
0.4 / // ~ \ Considerando che H(Y/X)
0.3 / // ﬂﬂ&;ﬂ\ \\ \ rappresenta Iz‘a rumorosita del
0_2//4 5 = 3x10- \\ cgnale, si puo affermare che
01 piuttosto che la H(Y) e la I(Y;X)

gl h=4x10- N\ che fornisce I'effettiva misura della

0 . . .

Po all’uscita del canale. 50



Capacita di canale

La figura mostra uno schema a blocchi semplificato di un canale di comunicazione binario passa
banda con modulazione, per esempio, PSK. In esso il canale fisico realizza la connessione
tra il trasmettitore e il ricevitore. L'ingresso a tale porzione di canale di comunicazione e la
sua uscita sono forme d'onda analogiche (pacchetti di sinusoidi).

Tra l'uscita del codificatore di canale e l'uscita del comparatore, il canale é discreto con un
ingresso binario. A causa del rumore introdotto, principalmente nella porzione analogica, il bit in
uscita al comparatore puo essere diverso da quello che si presenta in ingresso al modulatore.

Trasmettitore >

Ingresso Codificatore| |Codificatore Modulat HPA
T di sorgente di canale [ T |Viodulatorer— H
binario i ! 1
| . :
1 1 1
: : !
Canale Canale Canale Mezzo
discreto analogico fisico [|trasmissivo
! ! i
1 : :
1
' . . iltro
Uscita |\ dificatorel Decodificatore 4 | Rivelatore e ¢ Passa H
] ) ' di canale comparatore
binaria di sorgente P banda
Riceviitore >

Per Capacita d’informazione del canale si intende il numero di bit d’informazione che
pud essere trasmesso in un secondo [bit/sec], garantendo una probabilita d’errore P,
piccola quanto si vuole. 51



Capacita di canale

Poiché per quanto riguarda il canale analogico, inserito nel canale binario, la P, dipende dal
rapporto E./N,, anche la capacita dipendera da tale rapporto, oltre che dalla larghezza di
banda del canale trasmissivo.

Se la frequenza Rs, con cui il codificatore di sorgente emette i bit, risulta inferiore alla
capacita di canale, allora &€ possibile pensare di ridurre la probabilita d’errore senza
aumentare la potenza in trasmissione, ovvero I'E,, ricorrendo alla codifica di canale.

Shannon ha fornito, per un canale analogico AWGN, la possibilitd di valutare la capacita
tramite I'espressione

S
C = BT|092(1+ ﬁj [bit d’informazione/sec]

dove il rapporto S/N indica il rapporto tra la potenza del segnale e la potenza del rumore,
valutato in ricezione, a monte del rivelatore, e B; e la larghezza di banda del canale.

La relazione sopra € nota come teorema di Hartley-Shannon e fornisce il limite superiore
della velocita con cui l'informazione pud transitare in un canale AWGN con una frequenza
d'errore del bit (bit error rate, BER = P, x R,) arbitrariamente piccola.

In altre parole, il teorema suggerisce che per una data larghezza di banda B; e un dato S/N si
puo trovare un modo di trasmettere dati con una bit rate R, in [bit/s], con una BER piccola
quanto vogliamo, purché risulti R, < C. 52



Capacita di canale

In base a quest'ultima riformulazione, la capacita di canale pud essere riscritta

R, < B;log,| 1+ E,R,
N, B,

dove E_, € l'energia media per bit ed E R, € uguale alla potenza media.

Una dimostrazione rigorosa del teorema & fuori dall’economia del corso. Come esempio
Si puo pensare ad un canale con una B; = 10 KHz e operante con un
rapporto S/N uguale a 15 dB, per il quale la velocita massima teorica € data da

C ~ 10000 x log,(1+ 32) ~ 10000 x 3.32 x log,,(33) ~ 50414 bit/s.

Se la bit rate R, € mantenuta al di sotto di tale valore la trasmissione puo avvenire con
probabilita d’errore piccola quanto si vuole.

- hY

E opportuno evidenziare le seguenti proprieta:

. S
ETOOC — BTIOQZ(].-FNJ — o0
N
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Capacita di canale

lim B.log, 1+i :ilogz(e):1_44i

Br—
perché al crescere di BT cresce anche la potenza di rumore N.

E opportuno osservare che se le due potenze medie S ed N sono uguali, laformula di
Shannon suggerisce che il massimo teorico di bit/s che possono essere trasmessi coincide
proprio con la larghezza di banda B; consentita dal canale.

Rispetto all’esempio precedente, la riduzione del rapporto S/N da 15 a 0 dB porta il massimo
teorico a 10000 bit/s, producendo un uso meno efficiente della larghezza di banda B-.

In effetti, la formula di Shannon indica che é possibile barattare una minore larghezza di
banda con un rapporto S/N maggiore e viceversa.

Per esempio, se si considerano due sistemi che operano, il primo, con una banda B; = 4
kHz e un S/IN = 5dB e il secondo, con una banda BT = 3 kHz e un S/N = 12 dB si
hanno valori analoghi della capacita (C = 12 kbit/s).

Pertanto, si pud osservare che una riduzione di banda del 25% comporta di dover
ricorrere ad una potenza superiore al doppio della precedente.
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Capacita di canale

Nelle trasmissioni numeriche si definisce efficienza spettrale, indicata con n, il rapporto tra
la bit rate R, e la larghezza di banda impegnata B;, con le dimensioni [bit/s/Hz].
Pertanto, usando la formula di Shannon si ricava

Eyn
n < Iog2£1+ I\T

j [bit/s/Hz]

0

dalla | ri

qguale si ricava Eb on _ 1
_— >
N, n

Quest’ultima relazione, mostrata nella figura seguente, suggerisce che per avere una
trasmissione affidabile, con una probabilita piccola quanto si vuole, il rapporto
segnale/rumore deve essere al di sopra di un valore che dipende dall’efficienza spettrale.
La curva seguente rappresenta il confine tra due regioni. La regione al di sopra della curva
fornisce, in base a date efficienze spettrali R/B;, i valori di E /N, con i quali operare, per
avere delle BER piccole quanto si vuole.

Piu i valori di E /N, saranno distanti dalla curva limite, piu sara semplice raggiungere
prestazioni migliori. Sotto la curva, la E_ e troppo bassa rispetto ad N, per una data
efficienza spettrale, e valori contenuti della BER non saranno raggiungibili

55



.Capacita di canale
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Capacita del canale discreto

La capacita del canale discreto € definita come il massimo valore dell'informazione mutua,
dove il massimo & valutato rispetto alla statistica dei simboli dell’'ingresso:

C = maxgy, I(XY). [bit d'inform. /simb]

p(x)

Per attenersi agli obiettivi del corso, ci si limita a considerare il canale binario simmetrico rumoroso,
aggiungendo come ulteriori ipotesi che sia senza memoria, ovvero che l'uscita dipenda dalla
variabile d'ingresso attuale e non da suoi valori precedenti, e stazionario,ovvero con le
probabilita di transizione costanti nel tempo. Come si intuisce, la statistica della sorgente
che massimizza l'informazione mutua € quella per cui i due simboli emessi dalla sorgente
sono equiprobabili. Per confermare tale intuizione € necessario derivare la

1(Y;X) = H(Y) - H(Y/X) = - axlog,a - (1 -a)xlog,(1-a) + P.log,P, - (P.,—1)log,(1-P,).

rispetto a p, (a e funzione di p,) e uguagliare a zero tale derivata.
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Capacita del canale discreto

Sotto tali ipotesi, a prescindere dalla rumorosita del canale, la H(Y) € = 1, pertanto per
tale canale la capacita definita da Shannon pud essere espressa come

C = 1 - H(YIX). [bit d’'informaz. /simb]

Poiché, a sua volta, la H(Y/X) varia tra lo zero e l'uno, lo stesso avviene per la capacita
del canale. Se il numero di bit di informazione che il canale consente di trasmettere al
secondo e indicato con R, [simb/sec], la quantita d’informazione media al sec. (detta anche
velocita di trasmissione dell’infor-mazione) € data da

C, = CxR.. [bit/s]

In base alla definizione della capacita del canale, Shannon enuncio il seguente teorema
dal nome di teorema della codifica di canale o secondo teorema di Shannon:

Data una sorgente d’informazione X con entropia H(X) che utilizza un canale
rumoroso, senza memoria e con capacita uguale a C, se risulta H(X) < C, allora
esiste uno schema di codifica tale che l'uscita della sorgente possa essere trasmessa
lungo il canale con una probabilita d’errore arbitrariamente piccola.
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