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Consideriamo  la  trasmissione  numerica  su  canali  con  comportamento  passa banda. 

Esempi  di  tali  canali  sono  quelli  radio  dove  le  due  antenne,  in  trasmissione e  in   

ricezione,  si  comportano  come  filtri  passa banda  a  banda  stretta.   

Concetti introduttivi 
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Le  forme  d’onda  m(t)  di  tipo  rettangolare,  nelle  quali  è trasformato  il  flusso  di  bit  b(t)  

emesso  dalla  sorgente,  sono  inviate  in  ingresso  al  filtro  passa basso  sagomatore  HT(f)  allo  

scopo  di  limitarne  la  banda.   

Il  prodotto  del  segnale  in  uscita  dal  filtro   con  la  portante  c(t)  generata  dall’oscillatore locale  

realizza  la  modulazione. In  tal  caso  si  parla  di  filtraggio  di  premodulazione.  

Una  soluzione  alternativa  può  essere quella  di  sostituire  tale  filtraggio  a  monte  del 

modulatore  con  un  filtraggio  passa banda a  valle  del  modulatore  (tratteggiato  in  figura).  

Tale  filtro,  detto  di  postmodulazione,  ha  lo  stesso  obiettivo  di  limitare  la banda  da  parte  

del  segnale  modulato  nel  mezzo  trasmissivo.  

L’amplificatore  di  potenza  HPA  rafforza  il  segnale  modulato  prima  che  sia  affidato   

all’antenna  del  trasmettitore  per  essere  irradiato.   

In  ricezione,  il  blocco  HBP(f)  rappresenta  il  front end  del  ricevitore  ed  esercita  quell’azione  

filtrante  che  blocca  il  rumore  e  le  interferenze  che  cadono   all’esterno  della  banda  del  

segnale.   

Concetti introduttivi 

La  circuiteria  per  il  recupero  della  portante  genera  la  portante  necessaria  per  una 

demodulazione  coerente.   

Il  moltiplicatore  e  il  filtro  passa basso  di  ricezione  HR(f)  demodula  il  segnale  ricevuto.   

I  campioni  del  segnale  demodulato  sono  confrontati  con  una  o  più  soglie  (trasmissione  

binaria  o  M-aria)  e  trasformati  in  livelli.   

Infine,  questi  sono decodificati  per  ripristinare  il  flusso  originario  di  bit.   

La  notazione            b(t)  serve  ad  evidenziare  che,  a  causa  del  rumore  e  delle   

interferenze,  i  bit  ripristinati  possono  essere  diversi  da  quelli  emessi  dalla  sorgente. 

 

)t(b̂
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Anche  il  canale  telefonico,  nato  e  progettato  per  trasmettere  il  segnale vocale analogico  

caratterizzato  da  componenti  spettrali  significative  confinate nella banda  300  3400 Hz,  

rispetto  a  forme  d’onda  di  tipo  rettangolare si  comporta come  un  filtro  passa banda. La  

presenza  di  trasformatori  (forchette  telefoniche)  inclusi  nel  collegamento bloccano la  

componente  continua  e  le  frequenze  ad  essa  adiacenti, consentendo  il  transito  alle  

frequenze  vocali  superiori  ai  300  Hz.  Il  limite  superiore  (3400 Hz)  è,  viceversa,  determinato 

dalle  induttanze  e  dalle capacità  parassite  dei  conduttori.  

In  Figura  sono  riportati  sovrapposti  gli  andamenti  dell’azione  filtrante  del  canale telefonico  

(linea  continua)  e  degli  spettri  d’energia  delle  forme  d’onda  impulsive rettangolari  e  

sagomate  secondo  Nyquist (curve tratteggiate).  Da  essi  si  può  dedurre  l’effetto  deformante  

esercitato  dal  canale  telefonico.  

        

Concetti introduttivi 

300 3400 

f 

2
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Così,  quando  lo  sviluppo  dei  calcolatori  digitali  fece  nascere  l’esigenza  di  farli  colloquiare, di  

metterli  in  rete  anche  se  geograficamente  distanti,  l’idea  di  usare  la  rete  telefonica,  

attraente  da  un  punto  di  vista  economico  perché  già  piuttosto  diffusa  e  capillare,  impose   

di  adeguare  i  segnali  digitali  emessi  dai  calcolatori  alla  natura  analogica  della  rete  

telefonica. 

Tale  adeguamento  fu  realizzato  trasformando  i  segnali  digitali  in  segnali  analogici  e  

viceversa,  grazie  all’uso  dei  modem  (modulatore-demodulatore).  

 All’inizio  i  modem  telefonici  furono  principalmente  utilizzati  per  realizzare  la  connessione  

 tra  i  terminali  e  i  grandi  calcolatori,  come   indicato  in figura.   

RETE 

TELEFONICA   

Modem   
Main  Frame   

Modem   Terminale   

Concetti introduttivi 
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Nel  linguaggio  corrente  i  tre  tipi  di  modulazione  della  portante  si distinguono  con gli  acronimi  

ASK (Amplitude  Shift  Keying),  PSK  (Phase  Shift  Keying)  e  FSK  (Frequency  Shift  Keying), 

nei  quali  l’informazione  binaria  è  associata,  rispettivamente,  all’ampiezza,  alla  fase  e  alla  

frequenza  della  portante.   

Nella ASK, i  bit  diventano  degli  impulsi  sinusoidali,  dei  pacchetti  di  sinusoidi  di  

durata  finita  uguale  all’intervallo  di  bit  Tb.   

Informazione   binaria 
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La  forma  d’onda  m(t)  è  unipolare  e  assume,  nel  generico  intervallo  di  bit   

kTb    t   (k+1)Tb,  in  modo  aleatorio  i  due  valori  1  e  0  con  uguale  probabilità.   

Il  segnale  modulato  può  essere  espresso  matematicamente  come 

 

                                                            sASK(t)  =  m(t) Acos(2pfct + q) 

 

dove  fc  è  la  frequenza  della  portante  e  la  fase  iniziale  q  della  portante  è  una  variabile   

aleatoria  con  distribuzione  uniforme  tra  0  e  2p.  

 

Nell’esempio mostrato nella figura precedente, in  base  alle  cifre   binarie  emesse dalla  

sorgente,  sono  trasmesse  le  due  forme  d’onda  espresse  da:  

 

                                                        

    s0(t) =  0,     

    

     s1(t) =  Acos(2pfct + q) ,                                                

Esempi di modulazione 
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 Nella  PSK i  dati  binari “0” e  “1” sono  associati,  rispettivamente, a  due  valori  della  fase  di  

un’unica  portante,  alla  fase  p  e  alla  fase  0.    

 

Pertanto,  l’espressione  matematica delle  due  forme  d’onda  è  data  da 

 

             s0(t) =  Acos(2pfct + q + p),                  s1(t) =  Acos(2pfct + q),                    0  t  Tb. 
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 1            0              1               1           0            0 

In  figura  è  mostrata  la  FSK  dove  i  dati  binari  0  e  1  sono   associati  a  due  sinusoidi  di   

uguali  ampiezze  ma  con  frequenze  diverse            f0 = fc – fd       ed           f1 = fc + fd.     

L’espressione  matematica  delle  due  forme  d’onda  è  data  da 

 

s0(t) = Acos[2p(fc - fd)t + q],           s1(t) =  Acos[2p(fc + fd)t+ q],                   0  t  Tb, 

Esempi di modulazione 
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Come  sarà  esaminato  successivamente,  dal  punto  di  vista  della  complessità  circuitale  va   

evidenziato  che  il  demodulatore  è  costituito  da  un  circuito  (il  rivelatore),  che  ha  il  compito   

di  rivelare  se  c’è  un  segnale  anche  se  corrotto  dal  rumore,  e  da  un  circuito  di  decisione   

che  dal  campione  osservato  ricostruisce  il  segnale  digitale.  Il  circuito  rivelatore  può  operare   

in  due  modi  diversi  dando  luogo  a  una  rivelazione  di  tipo 

   

a) coerente   

b) non coerente. 

   

La  soluzione  coerente  esige  che  nel  ricevitore  sia  presente  una  portante  con  frequenza  e   

fase   uguali  a  quelle  del  segnale  ricevuto.   

Tipi di demodulazione 



11 

Prima  di  affrontare  il  mezzo  trasmissivo occorre che  le  forme  d’onda  siano  amplificate.  Di  

seguito  supponiamo  che  l’amplificatore  lavori  in  condizioni  di  linearità  e  che  il  canale  

trasmissivo  non  introduca  distorsioni  lineari  (ISI  nulla)  sulle  forme  d’onda  che  lo 

attraversano.  

 

I  segnali  in  questione  sono  corrotti  dalla  rumorosità  del  canale. Il  compito  del  ricevitore  di  

riconoscere  quale  delle  due  forme  d’onda  sia  stata   trasmessa. Se le  ampiezze,  o  meglio,  

se  le  energie  delle  forme d’onda  in  ingresso al ricevitore  sono  piccole,  può  diventare  difficile  

distinguerle  tra  di  loro e  dal  rumore.  

 

C’è  la   possibilità  che  la  decisione  sia  errata, poiché può  diventare  difficile  distinguere dal  

rumore un’ampiezza  del  segnale fortemente attenuata.  

 
L’ipotesi  più  semplice  da  prendere  in  considerazione  è  che  il  rumore  sia  di  tipo  

gaussiano  a  valor  medio  nullo  con  spettro  di  densità  di  potenza  costante  al  variare  della  

frequenza  e  che  si  sommi  al  segnale  (canale  AWGN).   

Prestazioni 
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In  figura è  mostrato lo  schema  di  principio  di  un  ricevitore  ottimo  per  trasmissioni  binarie.  

Le  due  forme  d’onde  trasmesse  nel  generico  intervallo  di  bit  Tb  possono  essere  espresse  

come    
                   s1(t)               kTb    t    (k+1)Tb            per  il  bit   1 

      si(t)  = 

                      s0(t)               kTb    t    (k+1)Tb            per  il  bit   0 

H(f) 

T 

y(t) y(kTb) 

Comparatore 

a soglia  o 

decisore 

n(t) 

r(t) 

si(t) 
+ Mezzo 

trasmissivo 

Nell’ipotesi  che  il mezzo  trasmissivo  non  alteri  le  forme  d’onda,  per  la  presenza  del  rumore  

il  segnale  in  ingresso  al  ricevitore  può  essere  rappresentato  da 

 

                               r(t)  =  si(t)  +  n(t)           con  i = 0,1             in     kTb    t    (k+1)Tb 

 

dove  n(t)  rappresenta  una  realizzazione  del   rumore   gaussiano  bianco. 

L’uscita  y(t)  dal  filtro  può  essere  interpretata  come  la  somma  dei  due  contributi                                

dτ)τt(h)τ(ndτ)τt(h)τ(s)t(y i  








    =   ai(t)  +  n0(t)                 con   i = 1,2 

Prestazioni 
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Per  risalire  alle  forme  d’onda  trasmesse  e  da  esse  al  flusso  binario  emesso  dalla  sorgente,  

la  prima  operazione  necessaria  è  quella  di  trasformare  il  segnale  tempo  continuo  y(t)  nei  

campioni  y(kTb)  che  possono  essere  espressi  come 
 

                                            y(kTb)  =  ai(kTb)  +  n0(kTb)          con     i = 0,1 
 

dove  le  due  variabili  aleatorie  ai(kTb)  e  n0(kTb)  rappresentano,  rispettivamente,  il  contributo   

del  segnale  e  del  rumore  filtrati  da  H(f). La  relazione  può  essere  riscritta  come                                
 

                                            y  =  ai   +   n0                               con     i = 0,1 

omettendo  l’istante  di  campionamento.  Si può interpretare  il  campione  y  come  una  variabile  

aleatoria  somma  della  variabile  aleatoria  ai  (di tipo discreto)  e  della  variabile  aleatoria  n0  di  

tipo  continuo  descritte  dalle  densità  di  probabilità  riportate  in  figura.   

La  loro  indipendenza  statistica  permette  di  ricavare  la  descrizione  probabilistica  della   

variabile  aleatoria  y  tramite  la  convoluzione  delle  due funzioni di densità  di  probabilità   
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In  altri  termini,  poiché  dopo  il  filtro  il  rumore  continua  a  comportarsi  come  una  

variabile  gaussiana  con  valor  medio  nullo,  anche  il  campione  y  è  una  variabile  aleatoria  

gaussiana  con  valor  medio  a0  o  a1  a  seconda  che  sia  stata  trasmessa  la  forma  d’onda  

s0(t)  o  s1(t).  
 

La  successiva  operazione  consiste  nel  confrontare  il  campione  y  con  la  soglia  T  del  

comparatore  e  sulla  base  di  tale  confronto  risalire  a  quale  delle  due  forme  d’onda  sia  stata  

trasmessa.   
 

L’incertezza  che  influenza  il  processo  di  decisione  è  misurata  tramite  una  probabilità   

d’errore  che  sinteticamente  si  può  esprimere  come 

  

                                 Pe  =  Pr{y < T/s1(t)} Pr{s1(t)}  +  Pr{y > T/s0(t)} Pr{s0(t)}.  

Prestazioni 
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                                  Pe  =  Pr{y < T/s1(t)} Pr{s1(t)}  +  Pr{y > T/s0(t)} Pr{s0(t)}.      

                       
 

In  generale,  possiamo  considerare che  i valori dei simboli in trasmissione non siano equiprobabili 

Passando  a  considerare  le  probabilità  condizionate,  si  osserva  che  esse dipendono  dalla  

soglia  del  comparatore.  Pertanto,  per  realizzare  un  ricevitore  ottimo  si  tratta  di  individuare  

quel  valore  della  soglia  T  che  minimizzi  la  Pe.   

I  campioni  osservati  sono  due  variabili  aleatorie  gaussiane,  la  prima  con  valor  medio  a0  e  

la  seconda  con  valor  medio  a1.   

                                                        a0    +    n0          trasmesso      s0(t)        

                                              y  =                                                                              

                                                        a1   +   n0           trasmesso      s1(t),                  

Prestazioni 
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a1 
a0 T 

y 
p(y/s1)Pr{s1} 

p(y/s0)Pr{s0} 

In  figura sono mostrate le  loro funzioni di densità  di  probabilità  pesate  tramite  le  probabilità  a  

priori,  ipotizzate  diverse  tra  loro  [Pr(s1)  >  Pr(s0)].  

Si  osservi  che  le  aree  tratteggiate  a  sinistra  e  a  destra  della  soglia  T rappresentano,  

rispettivamente,  il  primo  e  il  secondo  termine  della Pe. 

Si  tratta,  quindi,  di  trovare  quel  valore  di  T  che  minimizzi  la Pe,  riscritta  come  segue 
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 Pe  =  Pr{s1}  +  Pr{s0} 

  Sfruttando  il  teorema  di  Leibniz  relativo  alla  derivazione  di  un  integrale   
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Uguagliando  a  zero,  si  ha   

Applicando  il  logaritmo  naturale  ad  entrambi  i  membri,  il  valore  di  T  che  minimizza  la  Pe  è  

dato  da                                                         

.        2

 a a
T 01 

        

a1 a0 T 

y 

p(y/s1)Pr{s1} 
p(y/s0)Pr{s0} 

È  importante  notare  che  nel  caso  di  simboli  binari  equiprobabili,  ovvero  Pr{s0} = Pr{s1},  la  

soglia  T  che  minimizza  la  Pe  risulta                                                                                        

uguale  al  valor  medio  dei  due  contributi  del  segnale.  Sotto  questa  ipotesi  di  equiprobabilità  

la rappresentazione grafica di Pe diventa la seguente. 

Prestazioni 
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e  la relativa espressione diventa: 
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Grazie  all’uguaglianza  delle  due  aree  tratteggiate,  il  calcolo  della Pe  può  ridursi  a 

 Pe  =  
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Infine,  applicando  il  cambio  di  variabile  t = (n0 – a0)/s,  la Pe  si  trasforma  in                                                                

Prestazioni 
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Per  minimizzare  la  Pe  va  reso  massimo  l’estremo  inferiore  dell’integrale  ovvero  l’argomento   

della  funzione  Q( ) .  Affermazione  che  è  confermata  da  una  rapida  ispezione  dell’ultima 

figura, in cui le  aree  tratteggiate  diminuiscono  con  l’allontanarsi  dei  due  valori  a1  e  a0  (al  

crescere  della  differenza  a1 - a0)  e/o  al  diminuire  di  s. 

Per  aggirare  il  vincolo  a1  >  a0,   è  comodo  massimizzare  il  rapporto                                                                               

Indichiamo  le  due  forme  d’onda  in  uscita  al  filtro  con                                                

           

dτth(τstsa(t)

t

)(]))([ 01  
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   dfefHfSfSa(t) ftj p2

01 )()]()([

e  la  loro  differenza  a(t)  =  a1(t) – a0(t)  con                                                              

a(t) si può esprimere invertendo la sua trasformata di  Fourier: 

  

Prestazioni 
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Pertanto,  il  rapporto  da  massimizzare       

può  essere  esplicitato  come                                                                

dove  con  S(f)  si  è  indicato  la  differenza  S1(f)  -  S2(f). 
 

La  massimizzazione  può  effettuarsi  applicando  la  disuguaglianza  di  Schwartz,  la  quale  

afferma,  in  generale,  che   

    
















 - -

   dfV(f)dfW(f)df)f(V)f(W
22

2

dove  W(f)  e  V(f)  sono  funzioni  in  generale  complesse  della  variabile  f. La  condizione  di  

uguaglianza,  che  rende  massimo  il  primo  membro,  si  ha  per 

                                                           W(f)  =  k V *(f), 
 

dove  k  è  una  costante  arbitraria  e  V *(f)  è  il  complesso  coniugato  di  V(f).  

Prestazioni 
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Pertanto,  se  si  stabiliscono  le  seguenti  corrispondenze   
  

                                         W(f)  =  H(f)                            V (f)  =  S(f)ej2pfTb, 
 

la  condizione  di  massimo  si  ha  quando  la  funzione  di  trasferimento  del  filtro  è  data  da 
 

                                                          H(f)  =  c S *(f)e - j2pfTb.                                            
 

L’arbitrarietà  di  c  consente  di  assumerla  unitaria,  e  si  ha   

Per  cui 

 Si  osservi  che  il  numeratore  rappresenta  l’energia  Ed  della  differenza  tra  le  due  forme  

d’onda  che  si  presentano  in  ingresso  al  filtro  esprimibile  nel  tempo  come 

 

bT

0

2
21d dt)]t(s)t(s[E    

per  cui  il  quadrato  dell’argomento  della  funzione  Q   

che  minimizza  la relazione sopra è  dato  da                                                             

0

0

2

01

2

2

01

2

)]()([

4 N

dttsts
aa

bT

 




   
s

Prestazioni 
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Inserendo  di  volta  in  volta  le  forme  d’onda  utilizzate  nelle  trasmissioni  binarie  già  esaminate,  

è  possibile  ricavare  le  relative  Pe.   

 
                                                                                                          s1(t)  =  A      0     t    Tb 

1. Trasmissione  in  BANDA  BASE  con  forme  d’onda    si(t)  =                                             

                                                                                                          s0(t)  =  0       0     t    Tb 

 

 

 

In  tal  caso  il  precedente  numeratore                                              diventa 

  da  cui    
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Pe  =  Q  =  Q 
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b
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E
erfc(          )       

dove  Eb  =  Pr{s1}A
2Tb  +  Pr{s0} 0  =   è  l’energia  media  per  bit. 

 = 

T 

0 

2 
2 1 dt )] t ( s ) t ( s [ 
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Prestazioni 
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 Pe  =  Q  =  Q  =   

dove  l’energia  media  per  bit  Eb  è  data  da 

 

   

                           Pr{s1}A
2Tb +  Pr{s0} A

2Tb =   

. 

 da  cui  

                                                                                                                 

                                                                                                       s1(t)  =   A      0     t    Tb    

Trasmissione  in  Banda BASE  con  forme  d’onda   si(t)  =        

                                                                                                       s0(t)  =  -A      0     t    Tb      

 

In  tal  caso  si  ha   

Prestazioni 
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                                                                                               s1(t)  = Acos2pf0t      0     t    Tb 

Trasmissione  ASK  on-off  con  forme  d’onda    si(t)  =    

                                                                                                s0(t)  =        0            0     t    Tb 

 

In  tal  caso  se  Tb  =  n/f0,  con  n  intero,  

  da  cui        















0

b

2

N4

TA















0

b

N2

E

2

1

4

TA
0

2

1

2

TA

2

1 b

2

b

2

  

Pe  =  Q  =  =   erfc 

dove  l’energia  media  per  bit  Eb  è  data  da    

 

                                                                 Pr{s1}  +  Pr{s0} 0  =  

. 

2

TA b
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Prestazioni 
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                                                                                          s1(t)  =   Acos2pf0t      0     t    Tb 

Trasmissione  PSK  con  forme  d’onda          si(t)  =   

                                                                                          s0(t)  =  -Acos2pf0t      0     t    Tb 

In  tal  caso   

da  cui                  

                                      Pe  =  Q  =  Q =   erfc(         ) 

dove   Eb  =  Pr{s1} +  Pr{s0} =   

rappresenta  l’energia  media  per  bit. 

 (Tb = n/f0)  

Prestazioni 
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                                                                                     s1(t)  =  Acos2pf1t      0     t    Tb 

Trasmissione  FSK  con  forme  d’onda       si(t)  =   

                                                                                     s0(t)  =  Acos2pf0t       0     t    Tb 

     

In  tal  caso,  se  le  due  frequenze  sono  scelte  ortogonali  tra  loro,  ovvero  se  è   

verificata  la  condizione                                                           

da cui               Pe  =  Q  =  Q =   erfc(           ) 

dove  Eb = Pr{s1} +  Pr{s0} =   

Prestazioni 

rappresenta  l’energia  media  per  bit. 
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10 -1 
-  On-off  banda  base  

-  ASK  on-off   

-  FSK  coerente 10 -2 
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10 -6 

10 -7 [Eb/N0]dB 
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-  Bipolare  banda  base  

-  PSK  

10 0 

Le  curve  in figura mostrano gli  andamenti  delle  Pe  in  funzione  del  rapporto  Eb/N0  espresso  

in  dB  per  le  trasmissioni  binarie  esaminate.   

                                  

Riassumendo,  la  rivelazione  ottima  di  forme  d’onda  digitali  binarie  immerse  in  un  canale   

rumoroso  AWGN  o,  in  altri  termini,  la  minimizzazione  della  probabilità  d’errore  Pe  ha  

comportato  l’individuazione  sia  di  una  soglia  ottima  T,  rispetto  alla  quale  confrontare  il  

campione  osservato,  sia  della  funzione  di  trasferimento  del  filtro H(f). 

 

    Se  a  quest’ultima  si  applica  l’antitrasformata  di  Fourier, nell’ipotesi  che  le  due  forme  

d’onda  s0(t)  e  s1(t)  siano  reali  e  ponendo  k  =1,  si  ricava  che il  filtro  che  minimizza  la  Pe  

presenta  una  risposta  impulsiva  costituita  dalla  differenza  tra  le  due  versioni  ribaltate  e 

ritardate  di  Tb  delle  due  forme  d’onda  che  rappresentano  le  due  cifre  binarie. 

Prestazioni 
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In  generale,  un  filtro  con  risposta  impulsiva  data  dalla  versione  ribaltata  del  segnale  che   

deve  essere  rivelato  e  ritardata  della  durata  del  bit  Tb  prende  il  nome  di   filtro  adattato  al  

segnale.   

Nel  caso  preso  in  considerazione  il  filtro  risulta  adattato  alla  differenza  delle due  forme 

d’onda.   

Si  osservi  inoltre  che  il  ritardo  Tb  rende  la  risposta  all’impulso  causale  o,  in  altre  parole,   

rende  il  filtro  fisicamente  realizzabile.    

Prestazioni 
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cf/1s1(t) 

Tb 
t 

A 
h(t) 

Tb 

t 

A 

h(t)  =  s1(Tb – t)  =  A cos2pfct 

Se  la  forma  d’onda  trasmessa  è  s1(t)  = A cos2pfct,  ovvero  l’impulso  sinusoidale  definito  nel  

generico  intervallo  kTb    t    (k+1)Tb,  con  un  numero  intero  di  periodi nell’intervallo  Tb  (n/fc 

= Tb),  la  risposta  all’impulso  del  filtro  adattato  a  tale  forma  d’onda  è data  da   

Tb 

y(t) 

Tb 

t 

h() 

Tb 
 

A 

s1(-) 

-Tb 
 

A 

h() 

Tb 
 

A 

s1(Tb-) 

-Tb 

 

A 

h() 

Tb 
 

A 

s1(2Tb-) 

2Tb 

 

A 

y0 
yTb 

y2Tb 
Eb 

è  evidenziato  il valore intermedio  per  t  =  Tb  dove  l’uscita  (l’autocorrelazione  della  forma   

d’onda)  raggiunge  il  suo  valore  massimo  ovvero  l’energia  Eb  =  A2Tb/2,  associata  alla  forma   

d’onda.    

Prestazioni 
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Data  l’importanza  dell’argomento,  è  opportuno  ribadire  che  il  filtro  adattato  è  ricavato  

nell’ipotesi  di  rumore  additivo  bianco.  Inoltre,  la  relazione   

22
)f(S)f(H 

sulla  quale  si  basa,  suggerisce  che  la   funzione  di  trasferimento  non  tende  ad  essere  

piatta  nella  banda  significativa  del  segnale  per  garantirne  la  fedeltà  ma  tende  a  combaciare  

con  lo  spettro  di  densità  d’energia  della  forma  d’onda  attenuando  le  componenti  in 

frequenza  dove  l’energia  del  segnale  è  trascurabile  e  consentendo  il  transito  delle  

componenti  in  frequenza  del  segnale  con  energia  elevata.   

 

In  altre  parole,  tale  forma  di  filtraggio  punta  non  tanto  a  garantire  la  fedeltà  del  segnale   

d’uscita  con  quello  d’ingresso  quanto  ad   ottimizzare l’estrazione del segnale dal  rumore nel   

quale  è immerso.  

Un’altra  importante  osservazione  riguarda  la  soluzione  alternativa  che  può  essere  praticata  

per  aggirare  difficoltà  realizzative  di  tale filtro. Tale  alternativa si  deduce dall’osservazione  che  

l’uscita del filtro non è altro che  la  funzione  di  autocorrelazione  della  forma  d’onda. 

Prestazioni 



 

Il  filtro  adattato  è  sostituito  dal  correlatore  (moltiplicatore  e  integratore).  Il  comparatore  (o  

decisore)  confronta  il  campione  estratto  con  la  soglia  T  e  decide  il  livello  e  quindi  il  bit  da  

fornire  in  uscita.    

Il  correlatore  richiede  la  presenza  nel  ricevitore  di  una  versione  del  segnale  trasmesso s(t).   

L’uscita  del  correlatore  raggiunge  il  suo  massimo  alla  fine  dell’intervallo  di  bit  Tb  ed  è   

proprio  in  questo  istante  che  l’uscita   va  campionata  in  modo  da  avere  la  decisione  ottima.   

Le  prestazioni  sono  analoghe  a  quelle  del  filtro  adattato. 
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Ricevitore  a  correlazione 

Rispetto  ad  una  difficoltà  realizzativa  del  filtro  adattato,  esiste  una  realizzazione  alternativa  

del  ricevitore  ottimo.   

Lo schema  è  quello  indicato  in  figura e  prende  il  nome  di  ricevitore  a  correlazione. 

Sincroniz. 

del bit 

 

 

 

r(t) = s(t) + n(t) 

n(t) 

s(t) 
+ 

y(t) 

T 
RX 

Correlatore 

y(Tb) = Rs(0) + n0(Tb) 

s(t)  




b

b

kT

T)1k(

dt

Ricevitore a correlazione 

 



Modulazioni con portanti ortogonali 

 
Si consideri il seguente segnale : 

 

   k
k

s t a g t kT




   

dove g(t) è l’impulso elementare dell’onda PAM e  è uno sfasamento temporale aleatorio.  

Si supponga di usare s(t) per modulare in ampiezza o fase una portante a frequenza fc.  

     2 cz t s t cos f tp  

Si ha che 

 

     
1

2
c cZ f S f f S f f     

Se s(t) è reale, la sua trasformata di Fourier è simmetrica intorno all’origine delle frequenze. Ciò 

implica che lo spettro del segnale modulato sarà simmetrico intorno alla frequenza fc.  

0 fcf1 f20- fc

f f

S(f) Z(f)

0 fcf1 f20- fc

f f

S(f) Z(f)



Modulazioni con portanti ortogonali 

1 cf f f 

2cf f f 

La simmetria intorno alla frequenza fc implica che il segnale modulato abbia lo stesso contenuto 

informativo sia nella banda laterale inferiore sia nella banda laterale superiore 

 
Nel caso delle modulazioni analogiche, le tecniche per evitare tale spreco di banda consistevano 

nell’eliminare una delle due bande laterali (modulazione SSB), o parte di questa (modulazione 

vestigiale). Nel caso numerico, si può procede raddoppiando il contenuto informativo del segnale. 

E’ evidente che per far ciò occorre eliminare la simmetria dello spettro del segnale in banda intorno 

all’origine. Quindi s(t) deve essere un segnale COMPLESSO. Chiaramente, modulando una 

portante sinusoidale utilizzando un segnale complesso si avrebbe la situazione mostrata sotto 

0
f f

fcf1 f20- fc

S(f) Z(f)

0
f f

fcf1 f20- fc

S(f) Z(f)

Si vede che lo spettro del segnale modulato non è simmetrico, quindi tale segnale non è reale e, di 

conseguenza, non può essere trasmesso attraverso un canale un canale fisico di comunicazione. 

Per ovviare a questa situazione occorre cambiare il tipo di modulazione.  



Modulazioni con portanti ortogonali 
Si immagini di traslare in frequenza S(f) intorno alla frequenza fc moltiplicandolo per un 

esponenziale complesso come segue 

    2 cj f t
z t s t e

p
    cZ f S f f 

0
f f

fcf1 f20- fc

S(f) Z(f)

0
f f

fcf1 f20- fc

S(f) Z(f)

Si osservi che il contenuto informativo è interamente presente sia nella parte reale sia nella parte 

immaginaria del segnale. Se estraiamo dal segnale la parte reale,  

              2 2 2 2 2c cx t Re z t Re s t cos f t Im s t sin f tp p  

 si ha che lo spettro X(f) è pari, e coincide con la componente pari di Z(f):  

   2 eX f Z f      
1

2

*
eZ f Z f Z f   

 



f
fcf1 f20- fc

Z(f)

f
fcf1 f20- fc

X(f)

f
fcf1 f20- fc

Z(f)

f
fcf1 f20- fc

Z(f)

f
fcf1 f20- fc

X(f)

Modulazioni con portanti ortogonali 

     
2

2

*
c cX f S f f S f f     

 

In questo modo x(t) è un segnale reale, e in quanto tale può essere trasmesso attraverso un canale 

fisico di comunicazione. Inoltre il contenuto informativo di x(t) è lo stesso di s(t), il quale è un 

segnale complesso. In questo modo è stato ottenuto l’obiettivo di trasmettere il contenuto 

informativo di un segnale complesso in banda base, che è maggiore di quello di un segnale reale, 

utilizzando un segnale modulato reale. 
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La  tecnica  QPSK  (Quadrature  o  Quadri Phase  Shift  Keying)  nasce  per  migliorare   

l’efficienza  spettrale  rispetto  a  quella  ottenibile  con  la  PSK  binaria  raddoppiando  il  numero  

di  bit  trasmessi  al  secondo  a  parità  di  banda  occupata,  ritornando  in  tal  modo  all’efficienza   

spettrale  della  trasmissione  in  banda base.   

Di  seguito  sono  esaminati  la  struttura  del  trasmettitore,  del  ricevitore  e  le  prestazioni.       

In  figura è mostrato lo  schema  di  principio  del  modulatore  che  consente  di  realizzare   

tale  tecnica. 

QPSK 

s

s

s

b

T

E

T

E
A 

2

Flusso  seriale   

di  dati  binari 

con bit rate Rb   

Q I fc 

~ 

 1   

 1   

I(t)   

Q(t)   

Modulatore 

  bilanciato 

p/2 

1 

0 

 

1 0 
 

+ BPF HPA 

Symbol rate 

   Rs = Rb/2   

Tramite  un  convertitore  serie/parallelo,  il  flusso  binario  emesso  dalla  sorgente  è  suddiviso  in   

due  rami  e  trasformato  (± 1)  nelle  due  forme  d’onda  polari  I(t)  e  Q(t).  Tramite  due  

modulatori  bilanciati,  le  due  forme  d’onda  modulano  le  due  versioni  sfasate di  p/2  di  

un’unica  portante.   

tfA cp2cos  

tfA cp2sin 

X 

X 



A

Dopo  il  sommatore  il  segnale  assume  la  forma   

I(t) cos2pfct  +   

dove  i  due  termini  prendono,  rispettivamente,  i  nomi  di  componente  In  fase  e  di  

componente  in  Quadratura.  Grazie  alla  rappresentazione  geometrica (inviluppo complesso)  

dei  segnali  è  semplice  dedurre  che,  in  base  ai  valori  aleatori  ± 1  assunti  di  volta  in  volta  

dalle  due  forme  d’onda,  il  segnale  sQPSK(t) rappresenta  i  quattro  simboli  equiprobabili  

costituiti  dalle  coppie  00,  10,  11  e  01  del  flusso  emesso  dalla sorgente.   

 

 sQPSK(t)  =   Q(t) sin2pfc 

QPSK 

  

  

01 11 

10 00 

COSTELLAZIONE 

I  Re 

Q Im 

 

t 

                                   1         0        1        1        1          0        0         1        1         0        1         0          0       0        1       .      .  

t   

           I(t)       1 

                 

                      -1 

t 

Tb 
Ts 

          Q(t)      1 

 
                      -1 

Tramite  il  convertitore  serie/parallelo  sono  

prodotti  due  flussi  di  bit  di  durata Ts  =  2Tb,  

e  quindi  con  una  banda  significativa  dimezzata  

rispetto  a  quella  originaria.   
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A



  )    )    qpqp  tfTEtfAts csscQPSK 2cos(/22cos(

 

Un  altro modo di rappresentare  il  segnale  sQPSK(t)è  dato  da 

dove  Es ,  Ts  e  q  rappresentano,  rispettivamente,  l’energia  associata  al  simbolo,  la  sua  

durata  e  la  fase  aleatoria alla quale  è  associata  l’informazione.   

QPSK 
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In  corrispondenza  alle  quattro  possibili  coppie  di  bit,  q  assume  i  quattro  valori  

 

                                                                 p/4                          1 1 

                                                               3p/4                          0 1 

                                                               5p/4                          0 0 

                                                               7p/4                          1 0 

  

  

01 11 

10 00 

Re 

Im 

 

I  due  flussi  paralleli  I(t)  e  Q(t)  risultano  allineati,  ovvero  gli  istanti  di  transizione tra  le  forme  

d’onda  che  fluiscono  nei  due  rami  sono  sincroni.  La  coppia  di  bit  corrispondente  alle  due  

forme  d’onda  sincrone  sui  due  rami  prende  il  nome  di  simbolo.  I  possibili  simboli  sono  

quattro  e  corrispondono  alle  quattro  possibili coppie  di  bit  00,  01,  11,  10  generate  dalla  

segmentazione  del  flusso  d’ingresso.   
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Le due  componenti  in  quadratura  possono  essere  generate  da  due  sorgenti  separate  e  

indipendenti  e  la  QPSK  può  essere  interpretata  come  multiplazione  a  divisione  di  fase  

dei  due  flussi.  In  tal  caso  i  due  flussi  indipendenti  in  ingresso  hanno  una  Rb  uguale  alla  

Rs  in  uscita. 

  dati  binari 

con bit rate Rb   

fc 

~ 

 1   

 1   
I(t)   

Q(t)   

Modulatore 

  bilanciato 

 

Modulatore 

  bilanciato 

p/2 
1 

0 

 

1 0 
 

+ BPF HPA 

Symbol rate 

   Rs = Rb   

 1   
  dati  binari 

con bit rate Rb   

QPSK 
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Si  osservi  che  le  due  PSK  binarie  in  quadratura  hanno  entrambe  una  energia  per   

simbolo  Es/2.  Grazie  all’ortogonalità  delle  due  portanti,  a  valle  del  sommatore  la  forma   

d’onda  composita  QPSK  ha  una  energia  Es  uguale  alla  somma  delle  energie  dei  due  rami.   

 

In figura è mostrato un esempio,  rispettivamente,  delle  due  modulazioni  PSK  binarie  generate  

dai  due  modulatori  bilanciati  e il  segnale  composito  modulato  QPSK.    

QPSK 

  

  

01 11 

10 00 

Re 

Im 

 

 Se  si applica  una  codifica  Gray,  ovvero  se  si  crea  una  corrispondenza  fra  le  coppie  di  bit  

e  le  fasi  in  modo  che  fasi  adiacenti  differiscano  di  un  solo bit,  tale  accorgimento  consente,  

nel  caso  di  ricezione  con  errore  tra  due  fasi  adiacenti  (caso  più  frequente  per  alti  rapporti   

S/N),  che  all’errore  di  simbolo  corrisponda  in  realtà  l’errore  di  un  singolo  bit. 
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La  codifica  Gray  può  essere  ricavata  dalla  parola  del  codice  binario  naturale  mantenendo   

fisso  il  bit  più  significativo  (quello  a  sinistra)  e  assegnando  come  bit  successivi  la  somma   

modulo 2  del  bit  corrente  con quello  precedente.   

 

L'algoritmo di conversione da binario a codice Gray è dato da (bn=MSB della stringa binaria):  

- Gn = bn; 

- Gi = (bi+1+bi)mod2. 

 

 

Così,  nel  caso  di  coppie  di  bit,  se   

indichiamo  con  b2b1  la  coppia  di  bit  da  trasformare  secondo  una  codifica  Gray,  dove  b1   

è  il  bit  più  significativo,   

 

la  parola  del  codice  Gray,  indicata  con  g2g1,  è  tale  che  g2 = b2  e  g1 = b2  b1.   

Nel  caso  di  terne,  si  ha  g3 = b3,  g2 = b3  b2  e  g1 = b2  b1  e  così  via.   

Codifica Gray 



Codifica Gray Codice GRAY       (4 bit)         

Dec.  Binario  GRAY 

              b4 b3 b2 b1           g4 g3 g2 g1 

0        0  0  0  0  0  0  0  0       

1      0  0  0  1  0  0  0  1       

2      0  0  1  0  0  0  1  1       

3   0  0  1  1  0  0  1  0       

4  0  1  0  0  0  1  1  0       

5      0  1  0  1  0  1  1  1       

6      0  1  1  0  0  1  0  1       

7      0  1  1  1  0  1  0  0       

8      1  0  0  0  1  1  0  0 

9      1  0  0  1      + 1  1  0  1 

10  1  0  1  0  1  1  1  1 

11  1  0  1  1      +  1  1  1  0      

12        1  1  0  0  1  0  1  0    

13        1  1  0  1      + 1  0  1  1     

14   1  1  1  0  1  0  0  1 

15        1  1  1  1  1  0  0  0 
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Riassumendo,  a  fronte  di  un  raddoppio  della  circuiteria  del  modulatore  e  del  demodulatore  

rispetto  alla  PSK binaria,  si  ottiene  un  raddoppio  della  bit  rate  a  parità  di  occupazione   

di  banda. 

I  segnali  in  uscita  dai  singoli  modulatori  sono  segnali  PSK  binari,  occupano  la  stessa  

banda   e  i  loro  spettri  sono  disposti  su  due  piani  ortogonali  (multiplazione  a  divisione di  

fase),  come  evidenziato  in  figura.    

 

In  uscita  al  modulatore  è  normalmente  presente  un  filtro  passa banda  BPF  per  limitare   

la  larghezza  di  banda  prima  di  mandare  il  segnale  QPSK  ad  un  amplificatore  e  

successivamente  all’antenna  trasmittente. 

QPSK 
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In  figura è mostrato uno  schema  a  blocchi  del  ricevitore  QPSK.  Dopo  un   filtro  passa banda,  

necessario  per  limitare  la  banda  del  rumore  di  canale,  un  divisore  di  potenza  invia  il  

segnale  ricevuto  ai  due  rivelatori  a  correlazione  disposti  in  parallelo.  Il  recupero  della  fase  

consente  di  considerare  i  due  rami  in  quadratura  come  due  rivelatori  separati  di  segnali  

PSK  binari,  con  i  dati  in  fase  e  in  quadratura  recuperati  a  valle  dei   comparatori.  Un  

convertitore  parallelo/seriale,  speculare  a  quello  presente  in  trasmissione,  ripristina  il  flusso  

originario  dei  dati. 

QPSK 
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È estendibile a n>4 simboli?  
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In  figura è rappresentata anche  l’ipotesi  che,  in  un  intervallo  di  simbolo  Ts,  sia  trasmessa  la   

forma  d’onda  corrispondente  alla  coppia  di  bit  “1 1”  e  che,  nell’ipotesi  di  canale  AWGN,  

in  ingresso  al  ricevitore  si  sommi  al  segnale  il  rumore  ni(t).   

Nelle  due  ipotesi,  di  perfetta  divisione  della  potenza  e  di  esatto  recupero  della  portante,   

per  quanto  già  visto  dalla  teoria  del  rivelatore  a  correlazione,  nell’istante  di  campionamento   

le  ampiezze  osservate  sono costituite  dalla  somma  di  un  termine  proporzionale  all’energia   

di  simbolo  e  di  un termine  di  rumore  con  valor medio  nullo e con  una  potenza  media   

s2. 

La  rappresentazione  nello  spazio  dei  segnali  si  dimostra  molto  utile  per  impostare  la 

valutazione  della  probabilità  d’errore  Pe. 

regione  di 

 decisione  

   corretta 
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I 

11 01  

10   00  
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Prestazioni della QPSK 
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Per  ricavare  l’espressione  della  probabilità  d’errore  supponiamo,  come  sopra,  che  sia  stata  

trasmessa  la  coppia  “1 1”  e  che  a  causa  del  rumore,  caratterizzato  da  una  potenza  uguale  

a  s2  per  entrambi   i  rami,  i  campioni  osservati  nei  due  rami  siano  delle  variabili  aleatorie  

gaussiane.   

Nella figura precedente, con  un  cerchio tratteggiato  si  è  indicata  la  traccia  della  s  sul  piano  

I,  Q  della  gaussiana  bidimensionale  che  descrive  le  due  componenti  scorrelate  del  rumore.   
 

In  tal  caso,  conviene  calcolare  la  probabilità  Pc  di  raggiungere  una  decisione  corretta  e   

ricavare  la  probabilità  d’errore  come  Pe = 1 – Pc .  
 

In  effetti,  per  avere  una  decisione  corretta,  le  due  variabili  aleatorie  devono  risultare  

confinate  nel  primo  quadrante  e,  pertanto,  data  l’indipendenza  dei  due  valori  osservati  la  

probabilità  di  avere  una  decisione  corretta  sul  simbolo  è  data  da   
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Introducendo  la  sostituzione  di  variabile A A t  = (x – )/s  =  (y – )/s,  
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Prestazioni della QPSK 
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Si può precedere, considerando separatamente la parte reale o la parte immaginaria, anche la 

seguente relazione, dimostrata per le modulazioni binarie: 

Prestazioni della QPSK 
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In  figura sono mostrate per  confronto  le  prestazioni  della  PSK  e  della  QPSK.   
 

Si  può  osservare  che  per  ottenere  la  stessa  Pe  della  PSK  è  necessario  un  incremento  di  

circa  di  0,3  dB  del  rapporto  Eb/N0.  Se,  inoltre,  si  considera   il  ruolo  benefico  svolto  dalla   

codifica  Gray  nel  contribuire  ad  un  solo bit  errato,  nel  caso  di  equivocazione  fra  simboli   

adiacenti,  in pratica  la  probabilità  dell’errore  di  simbolo  al  crescere  del  rapporto  Es/ N0   

si  risolve  nella  probabilità  d’errore  di   un  bit,  uguagliando  la  probabilità  d’errore  della  PSK.    
 

Riassumendo,  a  fronte  di  un  raddoppio  della  circuiteria  del  modulatore  e  del  demodulatore  

rispetto  a  quelli  necessari  nella  PSK  binaria,  si  ottiene  un  raddoppio  della  bit  rate  con  la   

stessa  occupazione  di  banda  e  con  prestazioni  paragonabili.   

Prestazioni della QPSK 

Es/ N0  

Pe  


