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Interferenza inter-simbolo 

    Mezzo  

trasmissivo 
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




 -k 

bgk )(t -kT p a x(t) n(t))- kT(t - t p A (t) y
 -k 

bdRkR  




dove  pR(t)  è  la  forma  d’onda  deformata  dalla  banda  limitata  del  canale  trasmissivo.   
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)  n(t  ][(h - k)Tp A )     n(t  )- kT - t t (hTp A ) (ty c
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bddbRkcR  








Il segnale ricevuto è campionato negli istanti  tc =  hTb  + td,  per  cui   si  ha   

Per  h = m,  il  campione  m-esimo osservato  può  essere  interpretato  come la  somma  dei  tre  termini 

)  n(mT  ][(m-k)Tp A  )  (p  A)  t(mTy b

 mk 

bRkRmdbR  


0

Ponendo  m - k  =  n,  la  condizione di Nyquist   può  riscriversi   come  

Obiettivo  di  Nyquist  fu  quello  che  negli  istanti  di  campionamento  il  secondo  termine  fosse   

nullo  ovvero  che  gli  attraversamenti  dello  zero  fossero  equidistanziati   e  che  quindi  si   

verificasse  nel  tempo  la  condizione   

   





 - n 

RbR  t)(  p  t-  n T (t) p  0

.                                                      
=  1    per   m  =  k 

          pR[(m – k)Tb]                                                       condizione  di  Nyquist  nel  tempo 

                                          =  0    per   m    k 

Interferenza inter-simbolo 
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Un  esempio  di  forma  d’onda  in  grado  di  soddisfare  la  condizione di Nyquist  è  dato  dalla   

                                                                         

t R 

t R  sin
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La  soluzione   proposta  da  Nyquist  può  essere meglio  compresa  se  la  condizione 

 

 

 

è  riportata  nel  dominio  della  frequenza.   

In  effetti,  in  tale  dominio  equivale  alla  convoluzione  tra  la  trasformata  della  

forma  d’onda  ricevuta  e  la  trasformata  della  sequenza  degli  impulsi  matematici   

 





 - k 

R

bb

R   p)  
T

k
f-  δ

T
  (f)  P 0(

1
. 

 





 - k 

R

b

R

b

  p)  
T

k
f-   δ(f)    P

T
 0(

1







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(f-   P costante condizione  di  Nyquist  in  frequenza  

Interferenza inter-simbolo 
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Nel  caso  ideale   

       La  soluzione  pratica  proposta  da  Nyquist  fu  quella  di  ottenere  un  andamento  di  PR(f) 

  

 tale  da soddisfare  la   condizione  e  che  fosse  fisicamente  realizzabile con ottima approssimazione, 

  

 con   banda  di  transizione  diversa  da  zero  e  antisimmetrica  rispetto  ad  f = Rb/2,  con  legge  sinusoidale 

Sagomatura dell’impulso 
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Generatore 

di  forme 
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Progettazione dei filtri terminali 

Pg(f) HT(f) Hc(f) HR(f) =  )f(PR e -j2ft  OBIETTIVO: 
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Pg(f) HT(f) Hc(f) HR(f) =  )f(PR e -j2ft  





- k 

bgk )kT-(t p a   x(t)

lo  spettro  di  densità  di  potenza,  presente  in  ingresso  al  filtro  in  trasmissione,  è  dato  da     
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con  potenza  media  trasmessa  data  da   
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       Poiché  l’ampiezza  A  del  campione  osservato  in  ricezione  è  legata  a  quella  

trasmessa  tramite  un  fattore  di  scala  kc,  si  ha  A =  kca  e  sostituendo  

nell’espressione  precedente  si  ha   

df(f)H(f)P

TPk
     A

2

T

2
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

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che diventa in uscita dal filtro 

 

Progettazione dei filtri terminali 
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La  potenza  media  
2

N  dei  campioni  di  rumore   che  si  confrontano  con  A2  è  data  da   
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pertanto,  il  rapporto  che  deve  essere  massimizzato  è  dato  da                 
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Dalla  precedente   relazione 

2

N

  deve essere  individuata  la  funzione  di  trasferimento  HR(f)  del  filtro  in  ricezione  che  minimizza 

  il  denominatore. 

Pg(f) HT(f) Hc(f) HR(f) =  )f(PR e -j2ft  

Per massimizzare  il  rapporto  A2/ 

si  ricava Pg(f) HT(f) . 

Progettazione dei filtri terminali 
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 df(f)W   dfV(f)     (f) df  WV(f)
-

2
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2
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
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






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

       Tale  minimizzazione  può  essere  realizzata  facendo  ricorso  alla  disuguaglianza  di  Schwarz, 

   

che  afferma  che,  se  V(f)  e  W(f)  sono  funzioni  complesse  della  variabile  reale  f,  è  valida  la  relazione 

                                                              

Il  secondo  membro  può  essere  interpretato  come  il  denominatore  della relazione da massimizzare; 

 

è  sempre  maggiore del  primo  termine  e  diventa  minimo  quando  vale  il  segno  di  uguaglianza. 

   

Ciò  si  verifica  quando  V(f) = c W(f),  con  c  costante  arbitraria.  Pertanto,  assumendo  

 

 (f)  H V(f) R     e     
    )f(H(f)H

(f)P
W(f) 

Rc

R


la  minimizzazione  si  ha  quando 

             

    (f)H(f)H

(f)P
  c   (f)H

Rc

R
R 

Progettazione dei filtri terminali 
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(f)H

(f)P
  c   (f)  H

c

R2

R  con  c  costante  arbitraria  positiva.       

        

)f(HR
 che  rende  massimo  il  rapporto  S/N  in  ricezione, si  ricava  

 la  funzione  di  trasferimento  del  filtro  in  trasmissione  HT(f)  data  da    

 (f)H(f)P c

fPk
      (f)H 

c

2

g

R

2

c2

T

)(


Ricavato  il  filtro 

       È  importante  osservare  che  le  due  funzioni  di  trasferimento  HT(f)  e  HR(f)  sono  

state  ricavate  nell’ipotesi  di  canale  AWGN,  cioè  con  lo  spettro  di  densità  di  potenza  

di  rumore  costante  al variare di  f.   

       Inoltre,  osservando  che  se  pg(t) ha  durata  <<  di  Tb  Pg(f) può  essere  assimilata   

ad  una  costante  nella  banda  d’interesse  dei  filtri,  per  cui,  a  meno  di  una  costante,   

le  funzioni  di  trasferimento  HT(f)  e  HR(f)  hanno  risposte  in  ampiezza  uguali :                   

 (f)H

fP
 c     (f)H 

c

R2

R

)(


 (f)H 

fP
c      (f)H 

c

R

1

2

T

)(


Progettazione dei filtri terminali 
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Probabilità di errore 
 

Per il momento, supponiamo di campionare le forme ricevute in corrispondenza del massimo della 

funzione a coseno rialzato. Pertanto, assumiamo anche l’assenza di ISI. 
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           Pe  =  P {yR(mTb)  <  0,  livello in  ricezione = + A }   +   P { yR(mTb)  >  0,  livello in  ricezione = - A } 

 

esprimibile  tramite  le  probabilità  condizionali  anche  nella  forma 

Pe =  P{yR(mTb)  <  0 | livello in  ricezione = + A} P{livello in  ricezione = + A}   + 

 

                                P{yR(mTb)  >  0 | livello in  ricezione = - A} P{livello in  ricezione = - A}.                       

Assumendo  l’equiprobabilità  dei  due  possibili  livelli  in  ricezione,  si  ha  

Pe  =  
2

1
 P{yR(mTb) <  0 | livello in  ricezione = A}  +    P{yR(mTb)  >  0 | livello in  ricezione = - A}.   

Pe =    
 







0

σ2

  A)(y  
- 

0

-

σ2

  A)(y  
- 

dye 
π2σ2

1
dye 

π2σ2

1 2

2

2

2

                                

Per  le  condizioni  di  simmetria  
 Pe  =  

 

0

σ2

  A)(y  
- 

dye 
π2σ

1 2

2

 

                                                        

Operando  la  sostituzione  di  variabile    t =  (y + A)/        2

  

Pe = 


 2

A

- t dte 
π

1 2

 

                                                                 

Probabilità di errore 
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dxe 
π

2
 erf(y) 

y

0

- x2



Poiché non è possibile esprimere la primitiva della funzione  di  Gauss in forma chiusa,  procediamo  

per  via  numerica.   

 

Per  seguire  tale  strada  ci  si  basa  sulla  funzione  d’errore  erf(y)  definita  come  segue   

                                                                         

Si  osservi  che  la  funzione  d’errore  erf(y)  rappresenta  il  doppio  dell’area  sottesa  da  una 

  gaussiana  con  valor  medio  nullo  e  varianza  2  =  ½,  come  indicato  in  figura. 

 

y 

x 
2

1


La  funzione  d’errore  gode  dell’espansione  in  serie  data  dalla : 

      












 







  ...  
 ! 

x
    

 ! 

x
    

 ! 

x
x  -   

π
   

) n n ! (

 x)(-
  

π
dx  e 

π
 erf(y) 

n

n ny

- x

735231

2

12

122 753

0

12

0

2

                 

Probabilità di errore 

Dalla  quale è  immediato  verificare  che  erf(0) =  0.   
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Inoltre,  operando  la  sostituzione  di  variabile 
2

x
t  , l’uguaglianza   











1dxe
2

1 2

2

2

x

    
  

può  essere  riscritta  nella  forma   

 

 






  1dte
π

2
dte

π

1

0

tt 22

            

dalla  quale  si  deduce  che  erf()  =  1. 

È  definita  anche  un’altra  funzione  erfc(y),  che  prende  il  nome  

  

di  funzione  complementare  d’errore,   legata  alla  precedente  dalla  relazione   

erfc(y) = 1 -  erf(y) =  




y

t dte
π

2 2  

                                                         






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





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











2
1

2

1
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1

σ

A

σ

A
Pe erferfc

Probabilità di errore 
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Un’altra  funzione  molto  utilizzata  nell’esprimere  la  probabilità  d’errore  è  la  funzione  Q(  ),  

definita  dall’espressione                                                             

                            

operando  la  sostituzione                  
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Probabilità di errore 
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 PDalle relazione si  ottiene  
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A valle del campionamento, la probabilità di errore del decisore a soglia si può esprimere come: 
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)t(b̂

Comparatore 

0  V 

+ 

n(t) 

s(t) 

Tb Tb 
Tb 

 

Un  criterio  per  affrontare,  in  modo  ottimo,  la  rivelazione  di  una  forma  d’onda  nota  e   

che  transiti  in  un  canale  AWGN,  è  quello  che  ricorre  al  cosiddetto  filtro  matched  (adattato).    

Anche  in  questo  caso  l’obiettivo  del  filtro è  quello  di  ottimizzare  in  ricezione  il  rapporto  S/N. 

In  figura sono  visualizzate  le  forme  d’onda  in  ingresso  al  ricevitore  alterate  soltanto  dal   

rumore  additivo.  Le  transizioni  da  una  forma  d’onda  all’altra  mantengono  un comportamento   

istantaneo,  senza  sconfinamenti  dall’intervallo  di  bit,  caratteristica  di  un  canale  trasmissivo  a   

banda  infinita. In alternativa si può considerare la ricezione di un impulso isolato. 

Filtro adattato 
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In  figura,  tramite  degli  impulsi  matematici,  sono  evidenziati  gli  istanti  di  campionamento  scelti  negli   

istanti  KTb + Tb/2,  centrali  rispetto  all’intervallo  di  bit  Tb. 

t 

 1             0          1            1           1            0           1               

soglia 

     Istanti   di 

campionamento t 

1             0          1            1            1         1  0        1 

Bit  trasmessi 

Bit  recuperati 

Tb 

* 

In  corrispondenza  al  penultimo  istante  di  campionamento,  un  picco  del  rumore  fa  sì  che  il  campione   

osservato,  confrontato  con  la  soglia  di  riferimento,  determini  una  decisione  errata  fra  il  bit  recuperato   

e  quello  trasmesso.   

        

Osservando  la figura,  è  lecito  chiedersi  se  una  decisione  basata  su  un  maggior  numero  di  campioni   

osservati  durante  l’intervallo  di  bit  possa  essere  più  utile  per  ottenere  una  probabilità  d’errore  minore.   

In  altre  parole,  se  invece  di  decidere  su  quale  sia  stato  il  bit  trasmesso  sulla  base  di  una  singola   

osservazione,  ci  si  chiede  se  non  sia  più  opportuno  decidere  coinvolgendo  un  maggior  numero  di   

campioni  osservati  nell’intervallo  di  bit. 

Filtro adattato 
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t 
soglia 

     Istanti   di 

campionamento 
t 

      Bit trasmessi  1              0              1            1              1              0           1 

    Bit  recuperati 1  1   1 0   0   0 1  0   1 1   1  1 0  1   1 1  0   1 1  1   1 

* * * 

In  figura si  suppone di  osservare  ogni  bit  soltanto  in  tre  istanti  di  campionamento.  La  decisione  sul  

simbolo  da  rivelare  potrebbe  essere  presa  basandosi  su  un  criterio  a  maggioranza.  Per  esempio,  

relativamente  al  terzo  simbolo,  i  due  campioni  su  tre  sopra  la  soglia  favoriscono  una  decisione  corretta  

rispetto  al  simbolo  trasmesso.  Viceversa,  per  il  penultimo  simbolo,  i  due  campioni  su  tre  sopra  la  soglia  

determinano  una  decisione  a  maggioranza  non  corretta  rispetto  al simbolo  trasmesso.   

 

La  strategia  diventa  più  efficace  al  crescere  del  numero  di  campioni  osservati  nell’intervallo  di  bit  e  nel   

sommarli , dato  che  i  contributi  di  rumore  si  compensano  (si  rammenti  l’ipotesi  di  rumore  a  valor  medio  

nullo !).  Portando  al  limite  l’idea  della  somma,  si  arriva  all’idea  dell’integrazione  del  simbolo  rumoroso 

nell’intervallo di  simbolo.  Dopo ogni  intervallo  di  simbolo,  l’uscita dell’integratore  deve essere  azzerata  in   

modo  che  l’integratore  sia  pronto  ad  elaborare  il  simbolo  successivo.  

  

Questa  tecnica  prende  il  nome  di  rivelazione  ad  integrazione  e  scarica.  Essa  è  considerata  la  tecnica 

di  rivelazione  ottima,  in  quanto  consente  di minimizzare la probabilità  d’errore. 

Filtro adattato 
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(k-1)Tb 

kTb 

dt 

Tb Tb Tb 

r(t) 
+ 

n(t) 

x(t) 
Compa 

 ratore 

0  V 

x0(t) + n0(t) 

In  figura  è  mostrata  una  rappresentazione  concettuale  della  tecnica.  Viceversa,  sotto sono mostrate, 

rispettivamente,  una  realizzazione  approssimata  e  una  più  precisa,  dalle  quali  emerge  che l’integrazione  

è  realizzata  tramite  un  filtro.  L’interruttore  in  serie  si  chiude  per  riaprirsi  immediatamente, alla  fine  di  

ogni  intervallo  di  simbolo  Tb ,  svolgendo  la  funzione  di  campionatore.  L’interruttore  in  parallelo  alla  fine   

di  ogni  intervallo  Tb  scarica  il  condensatore  predisponendolo  per  la  successiva  integrazione. 

0  V r(t) = s(t) + n(t) 

Tb Tb Tb 

R 
C 

Compa 

 ratore 

t 

Tb Tb Tb 

 )t(b̂  

t 

Tb Tb Tb 
0  V 

Compa 

 ratore 

- 

+ 
T

b 
T

b 
T

b 

a(t) +  n0(t) r(t) 

H(f) 

 )t(b̂  

Filtro adattato 



A  valle  del  filtro  il  rumore  n0(t)  è  limitato  in  banda  (non  è  più  bianco !)  con  uno  spettro  di  densità   

di  potenza  dato  da   

                                                                                      Pno(f)  =  N0/2 
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L’ipotesi  di  canale  AWGN  semplifica  notevolmente  la  trattazione  matematica  e  al  contempo  rappresenta   

una  buona  approssimazione  della  realtà.   

L’obiettivo del ricevitore  è  quello  di  ricavare  la  funzione  di  trasferimento  H(f)  del  filtro  grazie  al  quale  in  

uscita  risulti  massimo  il   rapporto  tra  la  potenza  istantanea  del  segnale  negli  istanti  t =  kTb   e  la  potenza  

media   del  rumore in in ingresso al campionatore:                                                                               

)}t(n{E

)T(a
2

o

2

b

dfe H(f) S(f)  a(t) ftj2








dfe H(f) S(f)  )a(T bfTj2

b 







2
)f(H

dfH(f) 
2

N
  

202








Indichiamo  con  S(f)  la  trasformata  di  Fourier  del  segnale  s(t) ricevuto,  con  H(f)  la  funzione  di  

trasferimento  del  filtro  desiderato  e  con  Pn(f) = N0/2  =  KTe/2  lo  spettro  di  densità  di  potenza  bilatero  del  

rumore  in  ingresso  al  filtro. La  componente  in  uscita  al  filtro  dovuta  al  segnale  è  data  da     

 

con  valore  osservato  nel  generico  istante  di  campionamento  kTb  dato  da                                                                     

  e  con  potenza  media  uguale  a                                                                        

Filtro adattato 



Usando  la  disuguaglianza  di  Schwartz il  numeratore  di  questo rapporto è  massimizzato  se        

                                                                                                                                                                                                     

                                                                        H(f)  =  kS*(f)                                      (*) 
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df H(f) 
2

N

dfe H(f) S(f)

  
)}t(n{E
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2

o

2

b

b
















bfT2j
e



df  S(f) 
N

2
    

)}t(n{E

)T(a
 

2

0

2

o

2

b








per  cui  il  rapporto  da  massimizzare  può  essere  espresso  coinvolgendo  la  H(f),  come  segue: 

                                                                  

Pertanto  il rapporto  diventa                                                                        

Max

2

o

2

b

)}t(n{E

)T(a
  

0N

E2

Poiché l’integrale  a  secondo  membro  rappresenta  proprio  l’energia  E  della  forma  d’onda  d’ingresso,   

si  ha  che  il  massimo  valore  è  dato  da   

                                                                        

 =    

È  importante  osservare  che  il  massimo  rapporto  in uscita  non  dipende  tanto  dal  particolare  andamento   

della  forma  d’onda  usata  quanto  dalla  sua  energia  e  inoltre  che  lo  si  ottiene  tramite  un  filtro  

la  cui  funzione  di  trasferimento  H(f)  è  data  dalla  relazione (*).   

Filtro adattato 
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. 
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
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La  risposta  all’impulso  di  tale  filtro  è  ricavabile  anti-trasformando  secondo  Fourier  la H(f):   

 

 

Per  l’arbitrarietà  di  k,  la  costante  può  essere  assunta  uguale  all’unità.  Inoltre,  applicando  alcune   

ben  note  proprietà  della  Teoria  di  Fourier  si  ha  che  la  risposta  all’impulso  è  data  da   

Si  può  osservare  che  la  risposta  all’impulso  del  filtro  in grado  di  fornire  il  massimo  rapporto  tra  la   

potenza  del  segnale  in  un  determinato  istante  e  la  potenza  media  del  rumore  consiste  nella  versione   

ribaltata  del  segnale  (da  cui  il  nome  di  filtro  adattato  al  segnale)  e  ritardata della  durata  temporale   

del  bit  per  garantirne  la  fisica  realizzabilità.  È  opportuno  ribadire  che  la  condizione  di  validità  di  tale   

risultato  è  quella  di  canale  trasmissivo  lineare  (additività)  influenzato  da  rumore  gaussiano  stazionario,   

bianco  e  a  valor  medio  nullo. 

per    0   t    Tb 

s(t) 

t 

h(t) = s(Tb – t)  

t 

s(- t) 

t 

Tb -Tb Tb 

In  figura sono  riportate  una  generica  forma  d’onda  impulsiva  s(t)  ad  energia  finita,  la  versione  ribaltata 

e  la  risposta  impulsiva  del  filtro  adattato  a  tale  forma  d’onda.  Si  osservi  che  il  ritardo  Tb  rende  la  

risposta  del  filtro  definita  per  t  >  0  e  quindi  lo  rende  fisicamente  realizzabile.   

Filtro adattato 
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. 

 






ttt
 -

d  ) -)h(t s(   h(t) * s(t)   y(t)

bfT2j
e



In  generale,  il  segnale  all’uscita  di  un  filtro  nel  dominio  del  tempo  è  dato  da   

e  nel  dominio  della  frequenza  da   Y(f)  =  k S(f) S*(f) 

Pertanto, per  il  filtro  adattato il  segnale  in  uscita  è  dato  da   

 t)- (TR    )]d t -   s[T )s(   )]d -(t   - s[T )s(    y(t) bxx

t

0

b

t

0

b tttttt 

bxxb E    (0)R  )y(T 

dove  con  Rxx( )  è  indicata  l’autocorrelazione  del  segnale. 

Quando  il  tempo  d’integrazione  si  estende  a  t = Tb  il  campione  in  uscita  è  dato  da                          

                                                   

dove  Eb  è  l’energia  dell’impulso. La figura sottostante illustra  quanto  detto  nel  semplice  caso  di  un  impulso   

rettangolare.  L’uscita  y(t)  ha  un  andamento  triangolare  con  un  valore  massimo  in  corrispondenza  a  t = Tb,   

uguale  all’energia  Eb.  

h(t) = x(Tb – t) 

t 

x(- t) y(t) = Rxx(Tb - t) 

Eb 

t 

x(t) 

t t 

Filtro adattato 
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. 

 

    

 

Altra  considerazione  importante  per  quanto  sarà  visto  successivamente,  è  che  l’uscita  del  filtro   

adattato, cioè  la  convoluzione  fra  il  segnale  ricevuto  e  la  risposta  del  filtro  adattato,  si  trasforma   

nell’operazione  di  autocorrelazione  del  segnale  stesso.  Inoltre,  dovendo  successivamente  

campionare,  diventa  ragionevole  scegliere  come  istante  di  campionamento  quell’istante  in  cui   

l’autocorrelazione  assume  il  massimo  valore  Rxx(0),  cioè  t = Tb.   

r(t) = s(t) + n(t) 

n(t) 

s(t) 

+ 

T 

y(t) y(Tb) = Rs(0) + n0(Tb) 

RX 

Filtro 

adattato 

Filtro adattato 

 

        

Le  cifre  binarie  emesse  dalla  sorgente  sono  ipotizzate  equiprobabili  e  statisticamente  indipendenti  tra loro 

e  ciò  varrà  anche  per  le  due  forme  d’onda  s1(t)  e  s0(t) = - s1(t)  trasmesse.  Inoltre,  il  canale  è  AWGN.   
  

Sotto  queste  ipotesi,  il  campione  da  confrontare  con  la  soglia  T,  estratto  a  valle  del  filtro  adattato   

nell’istante  di  campionamento  Tb,  è  dato  da   

 

                                                           y(Tb)   =  +  Eb  +  no(Tb)             se  è  trasmessa  la  s1(t) 

                                                           y(Tb)   =   -  Eb  +  no(Tb)             se  è  trasmessa  la  s0(t).               

 

dove  Eb  è  l’energia  associata  alla  forma  d’onda.  Si  noti  che  entrambi  i campioni  sono dimensionalmente   

delle  tensioni  e  quindi  i  termini  ± Eb  sono  delle  tensioni  proporzionali  all’energia Eb . 
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. 

 

 

        

 

Poiché  il  canale  è  AWGN,  i  contributi  no(Tb) sono  campioni  di  un processo  aleatorio  ancora  gaussiano  

a  valor  medio  nullo,  non  più  bianco  perché  limitato  in  banda  dal  filtro  adattato  e  con  spettro  di  

densità  di  potenza  dato  da 

                                                                                

2

N
)f(H 02

Filtro adattato 
Prestazioni del  filtro  adattato   

 

La  loro  potenza  media  (la  varianza)  è  data  da   

                                                       

2

N
E    df)f(H

2

N
    df

2

N
)f(H   0

b

-

20

-

022  








dove  si  è  tenuto  conto  che   
22

)f(S)f(H    
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. 

 

 

La probabilità  d’errore  può  essere  espressa  come  somma  delle  seguenti  probabilità   

congiunte : 

 

Pe  =  P {y(Tb)  <  0,  livello in  ricezione = + Eb}  +  P {y (Tb)  >  0,  livello in  ricezione = - Eb} 

 

oppure,  ricorrendo  alle  probabilità  condizionate, 

 

Pe = P {y(Tb)  <  0 | livello in  ricezione = + Eb}  P{livello in  ricezione = + Eb}  + 

 

        P {y(Tb)  >  0 | livello in  ricezione = -  Eb}  P{livello in  ricezione = - Eb}. 

 

Considerando  l’equiprobabilità  dei  due  possibili  livelli  in  ricezione,  si  ha          

 Pe = 1/2 P{y(Tb) <  0 / livello in  ricezione = + Eb}  +   1/2 P{y(Tb)  >  0 / livello in  ricezione = - Eb}  

Filtro adattato 
Prestazioni del  filtro  adattato   
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. 

 

Per  le  simmetrie  presenti  si  ha   

 

dye
π2σ
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Con  il  cambio  di  variabile  t =  (y + Eb)/   si  ha   
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Filtro adattato 
Prestazioni del  filtro  adattato   
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Dal criterio di Nyquist  è stato ricavato  che,  per  poter  trasmettere  con  una  bit  rate Rb, utilizzando forme 

d’onda a due livelli, il  canale  trasmissivo  deve  garantire  una  larghezza  di  banda     

 

                                                                                                                                                           

 

 

con  un  limite  inferiore  del  coefficiente  di  roll off,   0  <  b   Rb/2.   

Tale relazione  può  essere  utilizzata  al  contrario,  deducendo  che  la  bit  rate  Rb  è  condizionata  dalla 

banda  disponibile  BT  e  dal  b,  secondo  la   

)1(
2

R
   B b

 T b

Tb B
1

2
R

b


Per  poter  trasmettere  con  una  bit  rate  uguale  a  2 BT  o  maggiore,  invece  di  associare  

una  forma  d’onda  al  singolo  bit,  come  visto  nel  caso  delle  trasmissioni  binarie,  si  

possono aggregare  più  bit  (le  aggregazioni  di  più  bit  prendono  il  nome  di  simboli)  e  

trasformare questi  simboli  in  forme  d’onda.  

Trasmissione  numerica in banda base ad M livelli 
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Se  il  simbolo  è  costituito  da  due  bit   il  generatore  di  forme  d’onda  (o  generatore 

d’impulsi)  dovrà  fornire  le  quattro  forme  d’onda  diverse  corrispondenti  alle quattro 

combinazioni  diverse  dei  due  bit.   

 

In  generale,  se  aggreghiamo  N  bit  in  un  simbolo,  il  generatore  dovrà  fornire   

M = 2N  forme  d’onda  diverse. 

a 

3a 

- a 

- 3a 
Ts 

t 

pg(t) 
01  10  11  00  00   10   01  11   00  11   00  01  10  10   00  11   01  10  ………                                        

Aggregando  coppie  di  bit  (N = 2),  il  generatore  d’impulsi  deve  produrre  le  seguenti  

quattro  forme  d’onda,  definite  nell’intervallo  0 < t < Ts,  con  Ts = 2Tb,   con  una  frequenza  di  

simbolo  dimezzata  rispetto  al  caso  precedente   

 

 

                                                  Rs = 1/Ts =  Rb/2.   

 

Trasmissione  numerica in banda base ad M livelli 
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pg0(t) = - 3a                  coppia  di  bit  00             0  <  t  <  Ts 

 

pg1(t) = -   a                  coppia  di  bit  01             0  <  t  <  Ts 

 

pg2(t) =     a                  coppia  di  bit  11             0  < t  <  Ts 

 

pg3(t) =   3a                  coppia  di  bit  10              0  < t  <  Ts 

 

01 10 11 00  .  .   

Sorgente   

 binaria                                        

  Generatore   

 forme d’onda 

     Filtro   

sagomatore 

       HT(f)                                 

Mezzo  

trasmissivo 

Hc(f) 

                                            x(t) 

Filtro 

ricezione 

HR(f) 

                                            

    Circuiteria di   

 sincronizzazione 
RX 

yR (t) 

Decisore 

+ 

n(t) TX 

Si  assume  l’ipotesi  che  i  bit  emessi  dalla  sorgente  siano  equiprobabili  e  statisticamente  indipendenti   

tra  loro  e  quindi  anche  i  simboli  e  le  forme  d’onda.   

Il  filtro  in  trasmissione  HT(f)  sagoma  le  forme  d’onda  in  modo  da  limitarne  la  banda  come  nel  caso 

binario.   

 

La  larghezza  di  banda  minima  teorica  è  uguale  a  quella  di  Nyquist,  cioè  Rs/2  Hz  e  usando  un   

coefficiente  di  roll-off  uguale  al  100 %  la  banda  massima  impegnata  risulta  uguale  ad  Rs  Hz. 

Trasmissione  numerica in banda base ad M livelli 
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La  trasmissione  è  soggetta  ad  interferenze  e  al  rumore  e  per  risalire  al  simbolo  trasmesso,  in  ricezione,  

i  campioni  osservati  negli  istanti  di  campionamento  sono  confrontati  non  più  con  una  sola  soglia,  come  

nel  caso  binario,  ma  con  più  soglie.   

 

Il  segnale  emesso  dal  generatore  di  forme  d’onda  può  essere  espresso  come   

 

 

 

 

 

dove  con  pg(t)  è  indicato  l’impulso  elementare  e  con  ak  uno  dei  possibili  livelli.   

La  spaziatura  fra  i  livelli  è  uniforme  e,  per  minimizzare  la  potenza  in  trasmissione,  il  valor  medio   

di  x(t)  è  nullo.      

Indicando  con  2a  la  spaziatura  tra  due  livelli  contigui, la  potenza  media  in  trasmissione  PT  è 

 

 

 

 

Se  confrontiamo  con  il  caso  binario,  la  potenza  media  è  cinque  volte  maggiore.  

Generalizzando,  per  un  qualsiasi  numero  pari  di  livelli  ed  equiprobabili  si  ottiene  una potenza media  in  

trasmissione  data  da    
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 dove  con  M  = 2N  si  è  indicato  il  numero  di  livelli.   
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 La  bit  rate  può  essere  espressa  come   

 

                                                                            Rb = Rs log2M.  

    Come  nel  caso  binario,  il  segnale  osservato  negli  istanti  di  campionamento  può  essere  espresso   

    come 

                                                                                           

 

    indicando  con  la  sommatoria  l’interferenza  generata  dai  simboli  adiacenti.   

 

    Anche  in  questo  caso, per  eliminare  l’ISI,  le  forme  d’onda  prima  di  essere  trasmesse  sono   

    sagomate  secondo  il  criterio  di  Nyquist  in  modo  che  a  monte  del  campionatore  si  presenti   

    un  segnale  con  spettro  a  coseno  rialzato.   

 

    Il  canale  deve  mettere  a  disposizione  per  la  trasmissione  una  banda BT  che  soddisfi  la  relazione 

 

 

 

 

    Come  prima    è  possibile  ricavare  la  symbol  rate  consentita  da  un  canale  caratterizzato  da  una 

    banda  di  trasmissione BT 
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Se,  grazie  alla  sagomatura,  l’ISI  è  nulla,   si  ricava  che  il  campione  osservato    

y(tm)  =  Am  +  n(tm) 

  

    è  una   variabile  aleatoria  descritta  dalla  densità  di  probabilità 

  

            

  

  

  

  

 

  

      Considerando  l’equiprobabilità  dei  quattro  livelli,  la  precedente  densità  di probabilità      

      può  scriversi 
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le  tre  soglie  necessarie  per  la  decisione  sono  poste  a  -2A,  0,  2A  e  la  probabilità 

d’errore  è  rappresentata  dalle  aree  annerite 
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L’espressione  generale  della  probabilità  d’errore,  per  una  trasmissione  M-aria,  è data da 

                                                         

 =   

                                             

Per  confrontare  le  prestazioni  dei  vari  sistemi  di  trasmissione  è  comodo  esprimere  l’argomento  della   

funzione  Q  tramite  il  rapporto  Eb/N0,  l’energia  media  per  bit  e  lo spettro  di  densità  di  potenza  del   

rumore.   

 

Se  nelle  trasmissioni  M-arie  l’obiettivo  è  quello  di  aumentare  l’efficienza  spettrale,  ovvero  di  trasmettere   

un  numero  maggiore  di  bit  a  parità  di  banda  offerta  dal  canale,  l’intervallo  di  simbolo  Ts  risulta  multiplo   

dell’intervallo  di  bit  Tb  e,  come  mostrato in  figura,  la  banda  equivalente  di  rumore  Bn  è  uguale  a  Rs.   

Pertanto,  la  potenza  di  rumore  è  data  da     
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Con N0=KTe;  la probabilità  d’errore può  riscriversi  come  
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la probabilità  d’errore può  essere  espressa  in  funzione  della  potenza  media  ricevuta  per  simbolo  PR   

come  segue: 

Trasmissione  numerica in banda base ad M livelli 
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  Nel  caso  specifico  di  M = 4,  indicando  PRTs  =  Es  (l’energia  media  per  simbolo)  e  tenendo  conto  che  

 l’energia  media  associata  al  bit  è  una frazione di  quella  associata  al  simbolo  (Es =log2(M) Eb)  si  ha, per M=4,   
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Per  consentire  un  confronto  tra  le  prestazioni  dei  tre  sistemi  esaminati,  in  Figura  sono  riportati  le 

probabilità  d’errore  per M=2, 4, 8 
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       L’espressione  codifica  di  linea  nasce  nell’ambito  della  telefonia,  quando  si  sviluppa  il  bisogno  di   

trasmettere  l’informazione  digitale  con  tecnica  PCM  lungo  le  linee  telefoniche  in  rame  (doppini  e  cavi   

coassiali)  e,  in  particolare,  nei  lunghi  collegamenti  dove  è  richiesta  la  presenza  dei  cosiddetti  rigeneratori.   

 

Questi  ultimi,  disseminati  lungo  il  collegamento,  svolgono  una  forma  di  manutenzione  dei  segnali  in   

modo  che  il  ricevitore  finale  sia  in  grado  di  ricostruire  l’informazione  originaria,  con  basse  probabilità   

d’errore.   

 

  In  figura  è  mostrato lo  schema  a  blocchi  di  un  rigeneratore.  Esso  realizza  tre  operazioni  fondamentali:   

amplifica  il  segnale  entrante  attenuato  dal  mezzo  trasmissivo  della  tratta  precedente  e  affetto  da  rumore,   

lo  estrae  (rivela)  dal  rumore  e  lo  ricostruisce  nella  forma  originaria.   

 

    Fondamentale  per  le  ultime  due operazioni  è  che  siano  rispettati  i  tempi,  ovvero  una  temporizzazione     

più  precisa  possibile.  Questa,  normalmente,  è  realizzata  tramite  l’estrazione  del  riferimento  temporale   

dallo  stesso  segnale  entrante. 

Ingresso 

Ampl. 

Estrazione del 

tempo di bit 

Rivelatore Sagomatore 

Uscita 

Codifica di linea 
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La  codifica  di  linea  riguarda  la  conversione  dei  livelli  logici  con i  quali  lavora  la  sorgente  d’informazione   

in  forme  d’onda  da  trasmettere  con  caratteristiche  tali  che  favoriscano  la  suddetta  manutenzione.  Va  detto   

anche  che,  l’evoluzione  delle  applicazioni  digitali  ha  favorito  lo  sconfinamento  del  concetto  di  codifica  di   

linea  dall’ambito  strettamente  telefonico  promuovendo  lo  sviluppo  di  vari  tipi  di  codifica  di  linea  adeguati  a   

rispondere  alle  specifiche  applicazioni  e  ai  relativi  mezzi  trasmissivi.   

Per  esempio,  come  è  già  stato  osservato,  l’accoppiamento  in  alternata  tra  rigeneratore  e  cavo   

suggerisce  di  convertire  il  bit  1  in  una  forma  d’onda    positiva  e  il  bit  0  in  una  forma  d’onda  negativa,   

ovvero  nel  formato  polare  NRZ,   piuttosto  che  nel  formato formato  unipolare  NRZ,  al  quale  si   

accompagna  una  componente  continua  con  spreco  di  potenza.   

 

Altri  compiti  che  possono  essere  attribuiti  alla  codifica  di  linea  sono: 

 

facilitare  al  rigeneratore/ricevitore  il  recupero  del  tempo  di  bit  (ovvero  della  temporizzazione, del  bit  timing);   

 

adattare  lo  spettro  delle  forme  d’onda  alle  caratteristiche  spettrali  del  canale; 

 

fornire  forme  di  protezione  dall’errore. 

 

    Una  possibile  classificazione  dei  codici  di linea  è  quella  che  li  distingue  in  codici  di  livello  e  in  codici   

di  transizione.  Nei  primi  l’informazione  è  associata  al  livello  di  tensione  della  forma  d’onda  per  tutta  la   

durata del  bit  (NRZ)  o  per  parte  di  essa  (RZ), e  si  comportano  in  modo  istantaneo  codificando  la  cifra   

binaria  in  modo  indipendente  dai  bit  precedenti.  I  secondi  sono,  generalmente,  con  memoria,  ricorrendo   

al  bit  precedente  per  fornire  la  forma  d’onda  attuale.         

   Un’altra  classificazione  dei  codici  di  linea  si  basa  sulla  polarità  dei  livelli  di  tensione  usati  per   

rappresentare  i  bit.  Se  è  usata  una  sola  polarità  oltre  al  livello  zero  si  parla  di  formato  unipolare,   

mentre  se  sono  usate  tensioni  positive  e  negative  si  parla  di  formato  polare.  Se  oltre  ai  due  livelli   

positivi  e  negativi  si  usa  anche  il  livello  zero,  si  parla  di  formato  bipolare.       

Codifica di linea 
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Per  quanto  riguarda  gli  svantaggi,  si  può  osservare  che  oltre  alla  presenza  di  una  componente   

continua  e  di  un  contenuto  spettrale  significativo  nei  suoi  dintorni,  il  dimezzamento  della  durata   

dell’impulso  comporta  un  raddoppio  della  richiesta  di  banda.  In  effetti, il  primo  nullo  del  sinc2( )  si   

manifesta  in  corrispondenza  ad  f =  2/Tb.  Inoltre,  l’e-ventuale  manifestarsi  di  una  lunga  sequenza  di  zeri   

si  traduce  in  un  potenziale  problema  per  l’estrazione  del  segnale  di  sincronismo.   

Non  presenta  capacità  di  rivelare  errori  e  quindi  di  tenere  sotto  controllo  le  prestazioni.   

Infine,  la  probabilità  d’errore  è  superiore  di  quella  associata  ai  formati  polari. 

 

Un  altro  esempio  di  formato  è  quello  bipolare.  In  esso  lo  0  binario  è  rappresentato  dal  livello  zero   

mentre  gli  1  binari  sono  rappresentati  alternativamente  dal  livello  positivo   

e  negativo. Oltre  che  con  il  nome  di  formato  bipolare,  è  anche  noto con  il  nome  di  codice AMI  

(Alternate Mark Inversion),  ereditato  dal  linguaggio  della  telegrafia  che  indica  la presenza  di  un  impulso  

con  Mark.    È  anche  chiamato  codice  pseudoternario  grazie  all’uso  di  tre differenti livelli  per  rappresentare   

i due  bitlogici.  Prima  di  ricavare  lo  spettro  di  densità  di  potenza,  si  osservi  che  questo  è  un  codice   

di  livello  con  memoria.     
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