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Esperimento di Johnson

Grazie ad attivita sperimentali e a studi teorici (1928) condotti presso i laboratori della
Bell, Johnson e Nyquist si resero conto che ai capi di un resistore con resistenza R,
posto ad una temperatura T (in gradi Kelvin), si sviluppa una tensione aleatoria V (t)

con valore quadratico medio dato dall’espressione

V.| R T#0K

2
E{V:(t}= 4KTRB, V2]
con K = 1.3810% cost. di Boltzmann [Joule/K]
T = temperatura assoluta [K]
R = valore della resistenza [Q]
B, = banda equivalente di rumore [HZz]
V0| R S T 0k R Zt-ok  Ver =JAKTRB,
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Caratterizzazione statistica del rumore

Nella loro agitazione aleatoria gli elettroni interni ad un conduttore, considerati come cariche
elettriche, generano delle correnti infinitesime senza una direzione privilegiata producendo ai
capi del resistore, per la legge di Ohm, delle corrispondenti tensioni elementari aleatorie.

L'effetto combinato di queste ultime, per il teorema centrale del limite, produce una tensione
aleatoria con descrizione probabilistica dellampiezza di tipo gaussiana con un valor medio
uguale a zero.

Nell'ipotesi di stazionarietd (costanza nel tempo della temperatura), indicando con V() la
tensione di rumore termico, come conseguenza del teorema centrale del limite, essa puod
essere interpretata come un segnale a media nulla, E{V,(t)} =0, e con ampiezza
istantanea descritta dalla densita di probabilita gaussiana
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I merito di Johnson, con la sua attivita sperimentale, fu quello di individuare le
proprieta della varianza c? e cioé

« la proporzionalita alla temperatura dell’ambiente in cui e’ immerso il resistore,
da cui il nome di rumore termico;

« proporzionalita al valore R della resistenza;

« costanza dello spettro di densita di potenza nell’ambito delle frequenze usate dai
sistemi reali. 4



Caratterizzazione statistica del rumore

Il merito di Nyquist, con i suoi studi sulla termodinamica e sulla meccanica quantistica,
fu quello di convalidare teoricamente quanto osservato da Johnson, individuando lo spettro
di densita di potenza del rumore termico su resistenza unitaria, dato da

2R 1
() = [V2/Hz]
ekt -1

con h (costante di Plank) = 6.62x103* [Joulexsec].

Se si procede ad un’espansione in serie dellesponenziale presente a denominatore,
ricordando che

& =14 X +— x2 +
21!

la relazione di Nyquist si pu0 riscrivere come

2R |f
R(f) = ;
hfl 1 (hf|
-1 +1+ —— +-|—=| +
KT 2 | KT

| valori delle costanti di Boltzmann e di Plank e una temperatura di lavoro uguale a

T, =290 °K (= 17 °C), definita temperatura standard, fanno si che i termini di grado
superiore al primo dell’espansione in serie siano trascurabili per valori della frequenza fino
a 1012 Hz (1000 GHZ). °



Caratterizzazione statistica del rumore

Pertanto, entro questo limite di frequenza nel quale rientrano tutti i sistemi di
telecomunicazione, lo spettro di densita di potenza del rumore termico pud essere
considerato costante al variare della frequenza (per somiglianza con lo spettro della luce
bianca si parla di rumore bianco) e nella sua espressione bilatera € dato da

P.(h) = 2RKT, W/Hz

[ Pa(®

1012

Se dello spettro si esegue una rappresentazione unilatera, I'ordinata raddoppia e si ha
P.(f) = 4RKT,.



Potenza di rumore

T=0°K -
R
R
Veff

Se, come indicato, il circuito equivalente secondo Thevenin €& chiuso su un resistore di
resistenza R uguale a quella del resistore “caldo”, in modo che si verifichi la condizione di
massimo trasferimento di potenza attiva (definita potenza disponibile P,), nel circuito circola
una corrente data da

V,, +A4KTRB,

| =
2R 2R

dove P é la potenza del processo di rumore relativa a una larghezza banda (monolatera) B, .

La tensione ai morsetti € dimezzata rispetto a quella del generatore. Pertanto, la potenza
trasferita al carico o assorbita da esso (in questo caso potenza di rumore!) al massimo
pud esser data, secondo il legame V%R o I°R, da

P,,=KTB,

dove T rappresenta la temperatura. espressa in Kelvin, alla quale si trova il resistore

[11 I ”.
caldo .



Potenza di rumore

Dividendo per la banda equivalente di rumore B, si ottiene lo spettro unilatero di
densita di potenza disponibile di rumore fornito da

Pw=KT

dipendente linearmente da T e con comportamento costante al variare della frequenza,
entro i limiti di frequenza accennati sopra.

Per avere un’idea degli ordini di grandezza in gioco, si consideri che se la temperatura
nella quale e immerso il resistore e quella standard, T,=290 °K, si ha una

Py = 4x1021 W/Hz (un valore piuttosto piccolo).

Sappiamo che un sistema lineare e permanente € descritto nel dominio del tempo dalla
risposta allimpulso matematico h(t) e nel dominio della frequenza dalla funzione di
trasferimento H(f), trasformata di Fourier della h(t). Sappiamo, inoltre, che il legame tra gli
spettri di densita di potenza in uscita P (f) ein ingresso P,(f), e dato dalla relazione

P.(f = [HO P

Pertanto, se in ingresso ad un sistema lineare si trova un resistore “caldo”, al massimo
la potenza di rumore in uscita dal sistema € data da

Puw = KT [|H(® df
0



Banda equivalente di rumore

Supponiamo che il sistema lineare sia descritto da una funzione di trasferimento passabanda
intorno ad una frequenza centrale f_.

tHH®)I?

1/2 max =-3dB

Per comodita si definisce banda equivalente di rumore, indicata con B,, la banda
passante di un filtro ideale in uscita al quale la potenza di rumore risulti uguale a quella
in uscita al filtro reale e cioe 2 2

B,|H(f,) :HH(f)\ df

1

- H(f) ? df

La potenza di rumore in uscita dal sistema puo scriversi Py, = KTB,,.

Grazie alla definizione di B o | sistemi lineari reali possono essere trattati usando i loro
equivalenti ideali. In figura é evidenziata anche la banda passante B, del filtro reale,
definita come lintervallo di frequenze nel quale il modulo e > 1/2 del valore massimo.

o . : : : : 9
Per i sistemi lineari reali la B, risulta sempre maggiore della banda passante B,



Temperatura equivalente di rumore

Per definire la B,, é stato utilizzato un sistema lineare supponendolo implicitamente non
rumoroso. In realta anch’esso € sorgente di rumore, pertanto in uscita al sistema la
potenza di rumore & maggiore di P,. Si pensi ad un qualsiasi apparato o, in particolare,
ad un amplificatore con guadagno disponibile G, intrinsecamente rumoroso, all'ingresso del
quale sia presente un resistore “caldo”, posto ad una temperatura T # 0 °K.

Dell’'apparato, o in particolare dell’amplificatore, si definisce temperatura equivalente di
rumore T, quella temperatura fittizia che deve essere sommata alla temperatura alla quale
e sottoposto il resistore in ingresso in modo che, considerando “freddo” l'apparato, la
potenza di rumore in uscita P,, sia la stessa.

I:)Nu - K(T + Te) GdBn

T, [

Py <=

u

E importante osservare che la T, non rappresenta direttamente né la temperatura
dellambiente in cui si trova I'amplificatore né quella presente nella sua custodia. Alcuni
amplificatori a rumore molto basso presentano temperature equivalenti di 10 + 30 K e
ricevitori per trasmissioni commerciali possono presentare temperature equivalenti di rumore
dell’ordine dei 1000 °K (= 700 °C). 10



Temperatura equivalente di rumore

Esempio: Allingresso di un amplificatore, caratterizzato

da un guadagno G, = 20 dB,

da una B, = 8 MHz e

da una T, = 580 K (307 °C),
Sia presente un resistore posto a temperatura ambiente T, = 290 °K (TO = 17 °C).
In base allo schema equivalente, la densita di potenza disponibile di rumore termico
presente in ingresso all’amplificatore “freddo” & data da K(T,+ T, e in uscita e K(T,+
T.)G, mentre la potenza disponibile di rumore in uscita € data da

Ng, =K (To+T.) Gy B, = 1.38 1023x(290 + 580) x102x8x106 = 9.6 x 1012 W ~ 101W (-110 dBW)

Valori cosi contenuti della potenza disponibile di rumore potrebbero indurre a considerare
trascurabile il problema della presenza del rumore termico e della sua influenza sui
segnali d’'informazione, ma niente di piu erroneo. Dato che la qualita della ricezione di un
segnale dipende dal rapporto tra la potenza del segnale e la potenza del rumore, bassi
valori di quest'ultima permettono bassi valori della potenza del segnale utile in ricezione e
di conseguenza della potenza trasmessa, con conseguenti vantaggi in termini di risparmio
energetico e dell'intensita di emissione del campo elettromagnetico per trasmissioni radio.

Si osservi che la temperatura equivalente di rumore in uscita € data da

Teu - ( T+ Te) Gd' 1



Temperatura equivalente di rumore

Spesso diventa molto utile stabilire una temperatura equivalente di rumore di un
sistema costituito da un numero di sottosistemi connessi in cascata e caratterizzati,
singolarmente, dalle rispettive temperature equivalenti di rumore. Supponiamo, come
indicato in figura, che si abbiano tre sottosistemi descritti tramite i guadagni disponibili
e le rispettive temperature equivalenti di rumore.

O O —oO
T <R e Gz Gys
Tul Tu2 Tu3
Tel Te2 Te3
O O  E—)

Supponendo soddisfatte le condizioni di adattamento in ingresso e tra i vari stadi, per
soddisfare le condizioni di massimo trasferimento di potenza, in base a quanto gia detto e
possibile ricavare le temperature equivalenti di rumore ai morsetti intermedi e a quelli finali

T = (T +To) Gy
T = (Tyy + Tep) Gy,
Tz = (Tyo + Tea) Gya,

con la temperatura equivalente di rumore in uscita dalla cascata data da
Tz = (T+Te) Gy Ggp Gy + T Gy Gz + Teg Gy
che pu0O essere riscritta come

- 12
Tu3 - TGdl Gd2 Gd3 + Gdl Gd2 Gd3 (Tel + TeZ/Gd1+ Te3/ Gdl GdZ)



Temperatura equivalente di rumore

A questo punto & possibile considerare un’unica rete due-porte, equivalente alla cascata
delle tre reti due-porte, con guadagno disponibile totale uguale al prodotto dei tre guadagni
disponibili parziali e caratterizzata da una rumorosita espressa da una temperatura
equivalente di rumore totale data da

5 |
T R Gy Gz Gas H T+ Tq o R Gy1 Gz Gys
T, o ﬂ <> T=0°K Q
R @ W - — O 1
T =T. + Te + L Formula di Friis
e tot el G G G
d1 d1 P d2

In base allo schema equivalente precedente, la densita di potenza disponibile di
rumore termico presente in ingresso alla cascata (supposta “fredda”) € data da

K(T + Tetot )!
e in uscita e
K (T + Tg 1o1) Gg1 Gg2Gyas

mentre la potenza disponibile in uscita € data da

— 13
I\Idu - K(T + Te tot) Gdl Gd2 Gd3 Bn'



Fattore di rumore

Un modo di caratterizzare la rumorosita dei dispositivi, alternativo all'uso della T,, e
quello di ricorrere al Fattore di rumore. La rumorosita intrinseca di un dispositivo (per es.
di un amplificatore) fa si che in uscita il rumore sia maggiore di quello che si avrebbe se
la potenza di rumore fosse dovuta alla sola sorgente di rumore posta in ingresso.

——o—

Gd
TO R N
= du

Nell'ipotesi che il resistore in ingresso si trovi alla temperatura standard T,, se indichiamo
con Ny, la potenza disponibile in uscita, questa puo essere pensata come la somma di

due contributi :

Nou = Naygdeaey T Ning

dove il primo termine Ng,eqe rappresenta il rumore che si avrebbe in uscita nel caso

(ideale) che il dispositivo non producesse rumore piu un secondo termine N, . che tenga

conto della suddetta rumorosita intrinseca. Come indicato di seguito, il fattore di rumore e
definito come

il rapporto fra Ny, € Nyjigeae)

Ndu _ KTO Gd Bn Nint _ I\Iint

F=—"— 1+
Naydearey K To Gq By KTy Gy By KT, Gy B, 14




Fattore di rumore

Si nota immediatamente che F & una grandezza > 1; potrebbe essere uguale ad 1
soltanto nel caso di rumorosita intrinseca nulla (ovvero di dispositivi ideali).
Visto che entrambe le grandezze caratterizzano la rumorosita intrinseca del dispositivo,
e possibile trovare un legame fra il fattore di rumore F e la temperatura equivalente T..
Infatti, uguagliando le potenze disponibili in uscita al dispositivo, ottenute in funzione della
temperatura equivalente di rumore e del fattore di rumore, si ha

KTy +T)B,Gy = FKT,G;B,dacui F=1+ L

0

II fattore di rumore pud essere interpretato come un fattore moltiplicativo della potenza di
rumore d’ingresso, generata da una sorgente di rumore posta alla temperatura standard
T,, per tener conto della rumorosita del dispositivo.
Sia la temperatura equivalente di rumore T, sia il fattore di rumore F sono, in generale,
Funzione della frequenza. L'uso della banda equivalente di rumore consente di considerare
entrambe le grandezze come delle grandezze integrali, indipendenti dalla frequenza.

Grazie al legame fra fattore di rumore e temperatura equivalente di rumore, la formula di
Friis, ricavata in precedenza per la temperatura equivalente totale di una cascata di reti
due porte, puo essere riscritta per il fattore di rumore totale usando i fattori di rumore
che caratterizzano i vari dispositivi presenti nella cascata.

T T To(FR -1) | To (R -1)
Te 0 :Te + = + = TO (Ftot'l):TO (Fl '1) + +
“ 1 Gy  GuGy :> G Cor Gaz
-1 F-1 15

Fiot = R+

+ .
Formula di Friis




Fattore di rumore

O O —o—l
Gy G
Ty R Gy F, d3
F
F, 3

—
Ga1 Gyz Gas I ToF —
0" tot Gy1 Gy Gy
To R  — R
F ot T=0°K

Spesso nei calcoli e nei data sheet, che accompagnano i dispositivi, si ricorre alla
figura di rumore o cifra di rumore, ovvero al fattore di rumore espresso in dB

|

Fug =10log,, F

Le formule di Friis suggeriscono che il contributo maggiore alla rumorosita di una cascata
di dispositivi rumorosi e fornito dalla rumorosita del primo dispositivo. Quindi per contenere
la potenza disponibile di rumore deve essere curato in modo particolare tale dispositivo
della cascata.

Se un amplificatore é caratterizzato da un G, =25dB e da una figura di rumore
Fqs = 3dB, la schematizzazione in figura suggerisce che la potenza disponibile di rumore in
uscita Ny, € data da

Ny, =KT,FG,B, = 4x 102 x 2 x 320 x B, = 2.56 x 1018 B_ 16



Fattore di rumore
—O_’
T, <R Gy = 250B Ngy g

F= 3dB

O_

In base al modello equivalente introdotto possiamo pensare I'amplificatore non rumoroso
o “freddo” e associare la sua rumorosita, nota tramite la figura di rumore, alla sorgente di
rumore. L'equivalenza porta alla situazione della figura sottostante, grazie alla relazione
F=1+T,/T,, T,F=T,+T..

=

G,=25dB
FTO d ° Ndu
R T=0°K g

Se | morsetti secondari sono chiusi su un altro dispositivo, per valutare la potenza
disponibile di rumore in uscita al secondo dispositivo possiamo seguire il criterio di
sostituire alle due reti in cascata una singola rete due-porte equivalente, con guadagno
disponibile totale

Gyt = Ga1 Ggz = 55 dB

e con fattore di rumore totale F,, valutato in base alla formula di Friis.
o—1| o 0
Gy =25dB| ' Gy, =30dB T, Gyt = 55 dB

F,=3dB F,=5dB =

To

O




Fattore di rumore

F —1:2+ 3.2 -1

Ga1

Fiot = F1 + = 2+0.00687 =2.0068

Si osservi che il fattore di rumore totale non subisce uno scostamento significativo dal
fattore di rumore del primo stadio per la presenza di G, a denominatore del secondo
termine, pertanto in uscita si ottiene :

Ndu = KTOFtot Gdtot Bn

18



Fattore di rumore

Una considerazione molto utile riguarda il comportamento rumoroso di linee (coppie, cavi
coassiali) o di tratte di guide d’'onda. Nel caso che queste si trovino alla temperatura
standard T,, il fattore dirumore é dato dall’attenuazione introdotta dalla lunghezza.

A tale proposito, consideriamo la ricezione del segnale televisivo di Figura dove €
schematizzata una discesa d’antenna costituita da un cavo schermato di lunghezza L con
attenuazione uguale ad A in dB.

La rappresentazione equivalente puo essere indicata come in Figura,
dove il ricevitore e caratterizzato da un guadagno disponibile G, e da
un figura di rumore Fg in dB.

S,/N, |coassiaLE | |RICEVITOREl g /N
- — G,=1A G | —
F= A Fr

In base a quanto detto, dopo aver trasformato le figure di rumore parziali nei rispettivi
fattori di rumore, € possibile ricavare il fattore di rumore totale applicando la formula

di Friis, come di seguito

FR
A 1010 - 1 A Fr A Fr+ A

F.t = 1010 4+ T — 1010 4+ (100 - 1)1010 =10 10

A
1010

19




Fattore di rumore

Viceversa, se a circa un metro a valle dellantenna e

posto un preamplificatore d’antenna, il primo dispositivo

che contribuisce alla rumorosita totale non sara piu |l

cavo di discesa d’antenna ma proprio il preamplificatore
ey e la rappresentazione equivalente in questo caso

e quella indicata in figura

< /N | PREAMP CAVO RICEVITORE | s /N,
i/ N Gyp Gy =1/ A . Gyr
—_— FP " FC= A " FR

Alla temperatura ambiente e ad una frequenza di 200 MHz un valore realistico della
costante di attenuazione o € 10 dB/100m, per arrivare ad un valore di 20 dB/100m ad
800 MHz. Fissiamo, inoltre, una lunghezza per la discesa d’antenna di 20 m. Pertanto, per
I'attenuazione A possiamo assumere un valore di 4 dB (=2,5,,). Per quanto riguarda la
figura di rumore del ricevitore F; possiamo assumere come riferimento un valore intorno ai
10 dB (10,,).

In tal caso, in assenza di preamplificatore si ha una figura di rumore totale di 14 dB
ovvero un fattore di rumore uguale a circa 25. L’inserzione di un preamplificatore d’antenna
trasforma il calcolo del fattore di rumore totale come di seguito, dove le grandezze sono
riportate su base decimale :

Fiot = F +
° P dP Gap Gap



